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2 RESUMO: 
DETERMINAÇÃO DE PREÇOS DE ATIVOS, 
ARBITRAGEM, MERCADO A TERMO 
E MERCADO FUTURO 
Flávio Auler1 
S￩rgio Ribeiro da Costa Werlang2 
o  artigo  é  dividido  em duas  partes:  a  primeira  tem  por  fim 
apresentar  um modelo  básico de determina￧io de pre￧os de  ativos  e  definir o  que 
vem  a  ser  uma  oportunidade  de  arbitragem.  Na  segunda  parte  é  analisado 
inicialmente  o  mercado  a  termo,  mostrando  como  o  preço  do  ativo  é  determinado 
neste  mercado  por  arbitragem.  Depois  é  analisado  o  mercado  futuro,  mostrando 
como seu preço é determinado por arbitragem  no caso de termos  taxa de juros não 
estocástica, e analisada a relação entre o preço de certo ativo no mercado a termo e no 
mercado  futuro  e  o  papel  das  expectativas.  Finalmente  apresentamos  um 
procedimento alternativo para a determinação de  preços no mercado futuro, que é o 
modelo de m￩dia-variância. 
I  Alaorto do Doutorodo tlo El'OEf11Gy. 
2  Profa.or tlo EPOElJIOY. 
3 I - INfRODUÇÃ03 
o artigo é dividido em duas partes:  a primeira tem por fim apresentar um 
modelo  b￡sico  de  detennina￧￣o  de  pre￧os  de  ativos  e  definir  o  que  vem  a  ser  uma 
oportwridade  de arbitragem.  Aproveitamos  esta parte  para  definir  medida  de  martingal 
equivalente, eficiência de Pareto e a lei do preço ￺nico nos mercados. 
Na segunda parte é analisado inicialmente  o mercado  a termo,  mostrando 
corno  o  preço  do  ativo  é  detemrinado  neste  mercado  por  arbitragem.  Corno  exemplos 
temos  o  tenno  de moeda estangeira com lMe  movimentação  de  capitais  e  o  contrato  a 
termo de mercadorias com  custo  de estocagem.  Depois  é  analisado  o  mercado futuro, 
mostrando como seu preço é determinado por arbitragem no caso de tennos taxa de juros 
não estocástica, e analisamos a relação entre o preço de certo ativo no mercado a termo e 
no mercado futuro e o papel das expectativas.  Como exemplo temos o mercado futuro de 
BTN. 
Finahnente apresentamos um procedimento alternativo para a detenninação 
de  preços no  mercado futuro,  que é  o modelo de  média-vari￢ncia com  o qual  podemos 
operar no mercado futuro mesmo com contratos distantes do vencimento ou com taxas de 
jW"os estocásticas.  Agora o exemplo é o mercado de índice de aç￵es. 
4 II - ARBITRAGEM E DETERMINAÇÃO DE PREÇOS DE ATIVOS 
lI. 1 - Introdução 
Em  wna  economia,  o  risco  pode  ser  introduzido  atrav￩s  da  descrição  de 
diversos  estados  da  natureza,  que  s￣o  a  realização  de  eventos  exógenos  que  afetam  os 
retornos dos ativos da economia.  Os agentes negociam os  diversos t￭tulos dispon￭veis  de 
modo a reduzir o  risco inerente à existência dos  diversos estados,  detenninando assim  os 
preços  dos ativos. 
Uma fonna de  modelar wna economia com mercados financeiros é supor a 
existência de indiv￭duos com certa renda e que devem decidir como reparti-la em consumo 
presente  e diversos ativos,  de  modo  que no futuro  os  ativos possam ser realizados  para  se 
obter renda suficiente para o consumo futuro.  A incerteza,  caracterizada por wna coleção 
Q  com  elementos  ￺J  s  determina  os  rendimentos  dos  ativos  e,  desta  forma,  afeta  o 
consumo futuro (e possivelmente o  consumo presente).  Ou seja,  o agente tenta transferir 
renda  para  o  futuro  montando  uma  carteira  com  os  diversos  ativos  dispon￭veis,  cujo 
retomo está associado à realização de um estado da natureza. 
Suponha agora uma economia com um periodo,  e com o risco representado 
por  um  n￺mero  finito  de  estados  da  natureza (S  estados)  que  s￣o  verificados  apenas  no 
periodo final.  Neste  caso,  a  decis￣o  do  indiv￭duo  descrita  anterionnente é o  resultado  da 
maximização  de  uma  fimç￣o  de  utilidade  durante  a  data  0,  detenninando-se  assim  o 
consumo na data inicial e a demanda pelos N ativos dispon￭veis (o que,  conseq￼entemente, 
determina o consumo na data final). 
Seja Co o consumo na data 0, Cu- o  consumo na data 1, no estado s, Pi o 
preço do ativo j na data 0,  nj  quantidade do ativo j comprada,  n
1  a quantidade do ativo j 
possuida pelo indiv￭duo inicialmente  (ou  seja,  os t￭tulos  s￣o  "exógenos"),  Yj&  a realiza￧ão 
do ativo j no estado s  (que pode ser  considerado como um  "div￭dendo" pago  ao  acionista 
N 
da empresa J),  eo  a renda recebida na data ° e L  n
r 
Pi  o valor da  carteira possu￭da pelo 
j=1 
indiv￭duo na data O.  Conclui-se que a decis￣o do agente pode ser representada por: 
N  N 
s 
max  L  .1r  •• u(co,q,.) 
.=1 
qJj,mo t.t Co + � nj' PJ � eo + L  ;;j' Pi 
j=1  j=1 
s N 
qs -:; ﻽:nj'YJS  (S equaç￵es) 
Com as  hipóteses usuais sobre a função utilidade as restrições se verificam 
com o sinal de igualdade. 
O resultado da maximização acima é descrito pelas N equaç￵es: 
J = 1,2, ...  ,N 
Suponha agora que o primeiro t￭tulo seja um ativo sem risco, ou seja,  que o 




L  ￢-u  Y1s-1 
3=1  ±  11:,.  ￢l  .  Pt 
-
r-l  a" 
j = 1,2, ...  ,N 
Podemos definir 11:: para s= 1,2, ... ,  S como: 
di 
�. -
•  - ￢:u  Y1s  O  11:,  - S  di  . - > 
L  11:,.- Pt  ,  ..  i  a" 
Com as hip￳teses usuais sobre as funç￵es de utilidade dos indiv￭duos ent￣o 
S 
que 11:; > O e L 11:; = 1, ou seja, 11:: é uma probabilidade em Q. 
Defina a taxa de retomo sobre o t￭tulo sem risco como: 
1+r=lk 
Pt 




P;  = --o L ;r.·Y;s  1 + r  s=1 
Logo  o  preço  do  t￭tulo i  é  igual  ao  valor  esperado  relativamente  à 
probabilidade  �: do seu pagamento no per￭odo final  descontado pela taxa de juros  r.  A 
esta probabilidade  �: damos o nome de medida de martingal equivalente. 
Uma oportunidade de arbitragem pode ser  descrita como  um investimento 
onde  o investidor não aplica  dinheiro  (o total  gasto na compra  de  alguns  ativos iguala  o 
total obtido na venda a descoberto de outros)  e no qual o retomo é não negativo,  sendo 
que  em  pelo  menos  um  dos  estados  da  natureza  o  retomo  é  positivo.  Evidentemente 
qualquer investidor racional  demandaria uma quantidade infinita  deste  portfólio  nunca  se 
saciando, e conseqüentemente sua utilidade esperada tenderia a infinito. 
O  resultado  acima  é  óbvio.  Suponha  por  exemplo  que  exista  uma 
oportunidade  de  arbitragem,  e  que  a  economia  esteja  em  equil￭brio  (e  portanto  todo 
investidor est￡ maximizando sua utilidade esperada,  dada  sua restição  orçament￡ria).  Se 
existe  uma  oportunidade  de  arbitragem,  basta  o  investidor montar uma  carteira  com os 
t￭tulos que compõe a  arbitragem,  e  repetir a  opera￧￣o.  Neste  caso,  o investidor nunca 
ficaria saciado, comprando cada vez mais, e portanto a economia não estaria em equil￭brio, 
o que contradiz a afirma￧ão anterior. 
Como veremos, em uma situação de equih￵rio não existe oportunidade de 
arbitragem. 
7 11.2  - Descri￧￣o do Modelo 
Os elementos do modelo são: 
a)  Uma  data  inicial  O  e  uma  data  tenninal  1,  sendo  que  na  data  O  os 
indiv￭duos  podem  negociar  t￭tulos  e  consumir  e  na  data  1  apenas 
consumir. 
b) Os estados da natureza s￣o descritos por um espaço amostral  Q  com S 
elementos, ou seja: 
A cada estado da  natureza associamos um  elemento  ￺JS'  Os S conjuntos 
{￺J.};=l  formam  ent￣o  uma  partição  fT  de  O..  A  probabilidade  de  ocorrência  de  cada 
estado  (j)s  é  "S" 
Como veremos adiante a detenninação dos preços dos ativos n￣o dependerá 
da  probabilidade  de ocorr￪ncia  dos estados  01..  Os  preços  dos  ativos  dependerão  das 
diversas  probabilidades  subjetivas  dos  indiv￭duos,  que  podem  diferir  da  verdadeira 
distribuição  de probabilidade  associada  aos eventos.  Al￩m disto,  a medida de martingal 
equivalente não precisa ser igual à verdadeira distribuição de probabilidade, e em geral n￣o 
é. 
c) Existe um ￺nico bem de consumo perecíveL não sendo possível estocá-lo 
para conswno no per￭odo  seguinte.  Desta forma,  o ￺nico modo de se 
transferir renda de wna data  para outra é através da compra e venda  de 
t￭tulos. 
d) Existem N t￭tulos  disponíveis para negociação.  No modelo  descrito na 
introdu￧￣o  sup￴s-se  que  havia  uma  oferta  exógena  de  t￭tulos,  e  que 
esses  t￭tulos  seriam  liq￼idados  na  data  final.  Aqui  adotaremos  uma 
forma alternativa: suporemos que a oferta total de t￭tulos é nula,  de tal 
forma  que  para  cada  contrato  comprado  devem  existir  contratos 
vendidos,  de  modo  a  ter  oferta  total  nula.  Ou  seja  temos  "t￭tulos 
end￳genos".  Al￩m  disto,  sup￣e-se  que  os  t￭tulos  sejam  infinitamente 
divis￭yeis e que n￣o existam custos de transa￧￣o. 
Assim  como  na  introdução,  os  t￭tulos  são  caracterizados  pelo  seu 
pagamento na data 1, que  dependerá do  estado da natureza a ser vmticado.  Logo para 
1 � j � N,  o pagamento do t￭tulo j é definido pela vari￡vel aleat￳ria Yj'  Podemos ent￣o 
definir a matriz do; pag6.mer.tos Y com.;: 
8 [Yll Y12  ...  YlN] 
Y =  Y21 Yn  ...  Y2N 
Ysl Ys2  •••  Y.N 
e representar a vari￡vel aleat￳ria discreta Y)  pelo vetor: 
Na matriz Y cada linha representa wn  stado da natureza,  e cada coluna wn 
t￭tulo.  Portanto Y é  wna  matriz SxN. 
Os preços dos ativos na data O são descritos pelo vetor: 
Logo a matriz de retornos é definida por: 
l!!.  .l'Il  YuI 
P1  Pl  lￇ 
z=  YlI  YZI  YlN 
11  11  P.N 
:  :  : 
1S1  1:D.  1_ 
P1  Pl  PN 
onde Zs  é o vetor de retornos dos Nativos no estado s, ou seja: 
Z'.= [Yt. ,YlI , ... ,  Y�] 
A  PJ.  PN 
o investidor escolher￡ certa quantidade de t￭tulos representada pelo vetor: 
c o total aplicado ser￡ eo - c;,. 
9 e) Existem I indiv￭duos.  Na  data  O  os  indiv￭duos  sabem  apenas  qual  é  o 
conjunto de possíveis estados da natureza  Q,  mas  não  sabem qual será 
o estado na data 1.  Os consumidores agem competitivamente,  tomando 
os preços como dados. 
f) Cada consumidor i recebe uma dotação � do bem de consumo na data O. 
Corno  os  titulos  s￣o  endógenos,  não  ocorre  mais  a  liq￼ida￧ão  dos 
titulos,  com o  pagamento  correspondente  como  no  modelo  descrito  na 
introdução.  Agora a soma dos  contratos de  todos os indiv￭duos é nula, 
logo  tamb￩m  é  nulo  o  total  de  pagamentos.  Sup￵e-se  então  que  o 
consumidor  i  receba  uma  dotação e{s na  data  final,  verificado  o estado 
OJs'  Definimos então a dotação do indiv￭duo comO": 
g) Os indiv￭duos consomem  na data O e na data 1.  Como  a  dotação  e  os 
retornos dos ativos s￣o incertos, o conswno passa a depender do estado 
da natureza a ser verificado.  Definimos então o consumo do indiv￭duo 
como': 
c= {�,q} 
Ent￣o  temos  que  o  processo  de  conswno  e  de  dota￧ão  podem  ser 
considerados como vetores pertencentes  ao  espa￧o de conswno X = R;+l .. 
h)  Os  conswnidores  t￪m  prefer￪ncias  descritas  por  funç￵es  de  utilidade 
estritamente  crescentes,  estritamente  côncavas  e  diferenci￡veis.  Mais 
adiante esta hip￳tese ser￡ relaxada. 
Temos ent￣o a defini￧￣o: 
D￩flni￧io ll.1.1:  Uma economia  � {ui,ei,Y}  é composta por I indiv￭duos,  cada wn 
com prefer￪ncias  descritas  pela  fimção  utilidade  ri  e  com  dota￧￵es  el,  e  por  N titulos 
caracterizados pela matriz de pagamentos Y. 
10 Portanto, a restrição orçament￡ria do agente i será: 
cu + n' . P ::;. e� 
q::;'Y.n'+� 
Outro modo de escrever a restrição orçament￡ria é através da nonnalização 
do vetor n.  Neste caso, temos6: 
'= [  �·A  1Zz.P"  nN"PN]  x  "  ... , 
eo - Co  % - Co  % - Co 
=:>x'.I=1  e  q::;.Z.x.(eo-co)+e; 
e  o  vetor  x  representa  o  investimento  em  uma  carteira,  e  é  chamado  de  vetor  de 
participação na carteira.  Note que não existem restrições quanto ao sinal dos componentes 
do  vetor x.  Caso  X
l 
> 0,  o  ativo  foi  comprado,  caso  X
l 
< °  o  ativo  foi  vendido  a 
descoberto. 
Por exemplo: uma carteira sem risco é uma carteira que oferece o mesmo 
retomo em todos os estados da natureza.  Ou seja, uma carteira sem risco é a solução de: 
Z.x=Rl 
onde R é o retorno sem risco e r  = R  -J  a taxa de juros sem risco. 
Na realidade não existe t￭tulo sem risco.  Mesmo para t￭tulos  do  tesouro 
americano, podem ocorrer  guerras, o tesouro pode falir, e existe infla￧ão (não antecipada). 
O rendimento neste caso deve sempre ser considerado em tennos reais. 
A restri￧￣o or￧ament￡ria do indiv￭duo i  é  B(  ei ,p), definida peJas equaç￵es 
acima.  Temos ent￣o  c eB(ei ,p) se e somente se c-e'  eB(O,p).  Note que B(O,p) é um 
subespa￧o vetorial de X, pois: 
yeB(O,p)  =:>  Yo=n'.p  e  Yl=y.n 
Portantosey e B(O,p)  e x e B(O,p) temos que a.x+p.y e B(O,p). 
6r.....J� J 'o ---r.·  1'- [1 1  1]  vnu  ••• •  �  - ,  ,  •• • ,  . 
11 o problema de cada indiv￭duo é ent￣o  7: 
max  E[u'(cO'C1)] 
sujo  a  c  E  B(e',p) 
Onde  a  esperança  é tomada  relativamente  à  distribuição  de  probabilidade 
subjetiva  do  indiv￭duo  i,  que  pode  perfeitamente  diferir  da  verdadeira  distribuição  de 
probabilidade. 
nula,  ou seja: 




Temos então a definição formal de equil￭brio: 
Defini￧￣o 11.2.2: 
carteiras tais 
O  equih￵rio  na  data  O  consiste  de  WD  vetor  de  preços  _ _  ---' 
_____ que  para todo indiv￭duo o  consWDO  gerado  pela  dotação  e 
pela  carteira  n'  maximize  a  sua  utilidade  no  conjunto  B(ei ,p)  e  o  mercado  esteja  em 
equilibrio, isto é, 
O  equil￭brio  assim  definido  detennina  o  processo  de  conswno 
c' = {c:,,�},l::;;;::;;I. 
12 II.3- Condi￧￣o de Equilíbrio 
Seja a distribuição de probabilidade subjetiva de cada indiv￭duo i dada por 
valores  ;(s > O associados a cada evento  (Us'  Ent￣o  o problema de maximização de cada 
indiv￭duo i é: 
s 





As condições de equil￭brio são: 
Sendo Â= {lo,Â'}  = {lo,Ât, ...  ,Âs}  os multiplicadores de Lagrange. 
A ￺ltima equa￧￣o pode ser reescrita como: 
Eliminando Â obtemos: 
para j = 1,2, ... , N. 







Y'.  Lis-,t  =p 
.=1 
is-,￪  S 
Li,� 
.=1 
Logo, dado wn equil￭brio para a economia,  existirá wn vetor  ", '  E 9is  tal 
que ele é solução do sistema Y'. '"  = p.  O vetor  ", '  é chamado de vetor detenninador de 
preços.  Dado  wn t￭tulo j,  1 � j � N,  seu pagamento  é representado por YJ,  e temos  que 
seu preço é dado por: 
P  I ·  J = Yj  •  '" 
Estamos  supondo  indiv￭duos  representados  por  utilidades  estritamente 
crescentes,  estritamente convexas e diferenci￡veis.  Podemos obter resultados semelhantes 
com hip￳teses bem mais fracas. 
14 Il.4  - Eficiência de Pareto 
Suponha  agora  que  os  indiv￭duos  possuam  preferências  completas, 
cont￭nuas,  crescentes e convexas, e que cada preferência seja descrita por uma função de 
utilidade  ti  cont￭nua, crescente e quase-côncava. 
Seja cl = {c�,�}  a solução da maximização do  indiv￭duo  i,  para  1 � i � I. 
Temos então as definições: 
Definicão 11.4.1: 
c'  E R(el,p) e: 
Definição 11.4.2: 
uma  alocação  {cl},  onde  c'  = {c' , c'}  é  fact￭vel  se  e  somente  se 
I  I 
﻽>﻽= L:e﻽  e 
,=1  1=1 
I  I 
Lcl = Le: 
i"'l  i"'l 
Uma alocação  fact￭vel  {d}  é eficiente  no  sentido  de  Pareto  se  e 
somente se  n￣o  existe outra  aloca￧￣o  {bl}  tal que  todo  indiv￭duo  i  prefira  estritamente 
bl a e' .. 
Dada uma economia  t com S estados e N t￭rulos,  n￣o se  pode garantir a 
priori que toda alocação seja alcançável.  É conveniente definir o que vem a ser alocação 
alcançável de modo que a definição não dependa de '1>: 
Defini￧￣o 11.4.3:  Um  consumo  e' = {e'  ,e'}  é  alcançável  a  preços  __  em  wna 
economia  C  se  e  somente  se  existir  um  processo  de  dota￧￵es  e = {e.,,�}  tal  que 
E1 = O  e  c E B( e, p). O conjunto de processos alcançáveis é designado por m. 
Logo  e' = {C�, cl} é alcanç￡vel se existir ____  tal que: 
�-�=ll.p 
c: = Y.ni +e; 
IS Podemos  então enunciar um  teorema  relacionando processos de  consumo  alcançáveis  a 
alocaç￵es eficientes no sentido de Pareto. mas antes precisamos de uma definição e de wn 
teorema: 
Definição 11.4.4:  Uma arbitragem é uma carteira que d￡ a wn indiv￭duo com dotação 
nula um processo de consumo não negativo e não nulo, ou seja, é uma carteira n tal que: 
n. p � O  e  Y. n 2 O 
sendo que apenas uma das restrições acima se verifica com o sinal de igualdadeS. 
Teorema 1I.4.1:  Uma  economia  e  com  indiv￭duos  com  preferências  completas, 
cont￭nuas,  crescentes e convexas está em equih'brio se e somente se não existe carteira de 
arbitragem. 
demo :  Suponha que  exista equil￭brio,  e seja nl  a carteira do indiv￭duo  i  e suponha  que 
exista uma carteira de arbitragem do primeiro ou do segundo 1ipo n  *.  Ent￣o nl + n  * é uma 
carteira que gera uma aloca￧￣o de  conswno que mmca  é inferior à alocação de equil￭brio 
original e que ou  é superior a esta alocação na  data  O (se n* for do segundo  tipo) ou é 
superior em algwn estado na  data 1 (se  n  for do primeiro tipo).  Esta alocação está em 
B(e,p) e como a preferência  é crescente,  o indiv￭duo a prefere estritamente à alocação de 
consumo original, contradizendo a hipótese de que existe equih'brio. 
Finahnente podemos enlUlciar o teorema: 
Teorema 11.4.2:  Se todo consumo  é alcan￧￡vel para qualquer  sistema de pre￧os p, 
ent￣o toda aloca￧ão de equih'brio é eficiente no sentido de Pareto. 
dem.:  Suponha que  {d} seja uma aloca￧￣o de equiHbrio e que  {d} n￣o seja eficiente no 
sentido de Pareto.  Ent￣o existe uma aloca￧￣o fact￭vel {bi} tal que todo indiv￭duo prefere 
bi a d.  Logo o consumo d = bi -ei é alcan￧￡vel e ent￣o existem estrat￩gias "  e n￺meros 
reais  ci  tais que para todo indiv￭duo i: 
8P2N! IZ ,� rwo￧4'o ia" ri�fiCG 11'": . 
[yü'YlI,  ... ,y,..].n> O  para algwn  (j),  E  O. 
16 � = ri -nl.p 
J  Y  J  a, =  .n 
(1) 
(2) 




Somando sobre i na equa￧￣o (1): 
Isto implica em: 
I  I  N  N  I 
La; = L  L n�.� = L  �Ln��.�; 
i=1  .=1  j=1  j=1  i=1 
N  1 
L  (L��·Pj = O  (3) 
",,1  j=1 
porque sen￣o teremos uma oportunidade de arbitragem, o que contraria a hip￳tese de  {bl} 
ser  aloca￧￣o  de  cquiHbrio.  Conclu￭mos,  enfio,  que  o  processo  de  consumo 
{hc; - ri ,h;(T)} EB(e' ,p). 
Se  a' � O  cntio  o  indiv￭duo  prefere  {q;  - ri ,h;}  a bi,  e  portanto  o  prefere  a  c', 
contrariando a optimalidade de  c 
Logo ci> O, T:li.  Mas somando as equa￧￵es (1) em i e usando a equa￧￣o (3) obtemos: 
I  I  I 
Lq; = Le�+ L ri 
1=1  ;=1  ;=1 
e isto contradiz o fato de {bi} ser fact￭vel. 
O  teorema acima imp￵e  condi￧￵es nas carteiras  dos individuas,  que  aio 
elementos  cnd￳gcnos  no  modelo.  É  poss￭vel  impor  condi￧￵es  sobre  os  elementos 
cx￡genos do modelo de modo a garantir efici￪ncia de Pareto.  Ou seja: 
Teorema TI.4.3:  Se posto (Y)=S, CDtio todo CODIUIIlO é alcan￧￡vel para todo sistema 
de  pre￧os p  e  conseqOcnterncntc  toda  aloca￧io  de  consumo  é  eficiente  DO  �tido  de 
Pareto. dem.:  Um consumo c é alcan￧￡vel se e somente se: 
17 Y.n=c 
tem wna solu￧￣o n·.  Mas se (f) tem posto S esta solução existirá. 
Quando o posto (f)=S temos que todo consumo é alcançável.  Seja ent￣o J 
um  conjunto de S ativos tais que seus pagamentos � fmmem um conjunto linearmente 
independente.  Ent￣o  dado  certo  ativo  caracterizado  por  seu  pagamento  y*  ,  basta 
considerar  r como sendo um consumo tal que: 
Como  c = {CO, 'l}  é  alcanç￡vel  temos  que  este  t￭tulo pode  ser  duplicado 
atrav￩s  de  uma  carteira  composta  por  t￭tulos  em  J.  Ou  seja,  sendo  esta  carteira  n', 
teremos: 
•  • 
p =n.p 
y. =Y.n· 
Caso  as  equa￧￵es  acima  n￣o  se verifiquem,  é f￡cil ver que  existir￡ uma 
oportunidade de arbitragem. 
Esta situa￧Jo merece uma defini￧￣o: 
Deflni￧￣o 11.4.5: 
alcanç￡veL 
Um  mercado  é  completo  se  e  somente  se  todo  consumo  é 
Podemos ent￣o cmmciar os teoremas anteriores de outra fonna: 
Teorem ll.4.4:  Se  o  macado  é  completo,  ent￣o  toda  aloca￧￣o  de  equil￭brio  é 
eficiente no scmido de PaRto. 
Teorema ll.4.5:  o mercado é completo se e somente se ocorrer posto (Y)=S. 
18 11.5 - Medida de MartingaJ Equivalente em Mercados Completos 
Vamos  agora  analisar  a  exist￪ncia  e  a  unicidade  da  medida  de  martingal 
equivalente  no  caso de tennos wn mercado  completo.  Suponha  que  exista wn t￭tulo sem 
risco .  Sem perda de generalidade,  suponha que o t￭tulo sem risco seja  o t￭tulo j= 1.  Defina 
a taxa de juros como: 
l+r=[�] 
Ent￣o,  como  visto  anterionnente,  se  as  utilidades  forem  estritamente 
crescentes,  estritamente convexas e diferenciaveis,  teremos a condi￧￣o de  equil￭brio  obtida 
em ll.2.  Pelo mesmo procedimento adotado na intr�,  temos: 
,=1 
"';.i,. 
'"2  ﾫtl  Y12 
S 
Y'.  "'" tt  a.  Pl  = (1 + r).p 
�, � 
E assim definimos a medida de martingal equivalente como: 
Logo tr· ( m,) > O  e da primeira linha do sistema acima: 
19 Sendo o mercado completo, temos posto (Y)=S, de modo que a solu￧ão do 
sistema acima é ￺nica.  Portanto dado qualquer probabilidade subjetiva  11  e alocação de 
consumo  cl  de certo indiv￭duo i,  teremos sempre o mesmo vetor detenninador de pre￧os. 
Isto  implica  em igualdade  entre  as  taxas  marginais  de  substituição  dos  indiv￭duos,  uma 
condição  para  eficiência  no  sentido  de  Pareto  (supondo  indiv￭duos  com  funç￵es  de 
utilidade diferenciáveis). 
Suponha agora que tenhamos os indiv￭duos rcprcscntados por prefer￪ncias 
completas, cont￭nuas, crescentes e convexas.  Ent￣o dado o sistema de pre￧os de equihDrio 
p temos o sistema: 
Y'.Q=p 
Como  o  mercado  é  completo,  temos  posto  (Y)=S  e  dado  p  o  sistema 
sempre terá solução e esta solu￧ão ser￡ ￺nica.  Temos ent￣o a definição: 
Defini￧￣o ILS.l:  Se para um sistema de pre￧os p o sistema de equa￧￵es: 
r.Q= (l+r).p 
tem  uma  solução  positiva  Q(�) > 0,  Q(�) > O, ...  ,  Q(w8) > 0,  ent￣o  esta  solução  é 
chamada de uma medida de martingal equivalente. 
Como o ativo 1 é o t￭tulo sem risco, temos que a primeira equação equivale 
s 
a L  Q( lV.) = L  Se  Q(  lV) > 0,  V lV, entio Q é uma medida de probabilidade em O.  Falta 
mostrar em que circunst￢ncias isto ocorrer￡.  Seja ent￣o o teorema: 
Teorema ll.S.I:  Uma  medida de martingal equivalente Q existe  se  e  somente  se  o 
sistema de pre￧os p nIo admite oportuDidadcs de arbitragem do primeiro ou do segundo 
tipo. dem.:  (=:ﾻ  Suponha que o sistema 
r.Q= (l+r).p 
8·��NDAÇÃO GETÚLIO VARGAS  ,  loteca Mário Henrique S·  Imons,-n 
20 possua uma solução positiva Q.  Multiplicando a equação acima por n temos: 
n'.Y'.Q = (1+ r).n'.p 
Então para qualquer estratégia n tal que os elementos de n'.f' sejam não negativos,  o custo 
inicial  n'. p  é também não negativo  pois  por  hipótese  a medida de martingal  equivalente 
existe.  Adicionalmente,  se  algwn  elemento  de  n'.f'  é  positivo,  então  n'.p  é  também 
positivo,  logo não existe oportunidade de arbitragem. 
( <:=)  Suponha que o sistema de preços p n￣o  permita oportwridade de arbitragem 
do primeiro ou do segundo tipo.  Considere então o subespaço vetorial B( 0, p)  de x e seja 
H o conjunto dos vetores x  E X  alcançáveis ou não, tais que : 
(i) O processo de conswno c é não negativo, isto é, 
(ü) O processo de conswno c satisfaz 
Temos que B(O,p)  é wn subespaço vetorial de X, e que H é wn subespaço 
vetorial  de  X  não  vazio,  convexo  e  fechado.  Além  disso,  B(O,p)nH={0},  sen￣o 
haveria  oportunidade  de  arbitragem.  Logo,  existe  wn  funcional  linear f XR  tal  que 
f(c) = 0,  '\:jc EB(O,p) ef(c) > 0,  '\:jc EH. 
Seja  tIo'�'''''Us  a  base  ortononnal  de  X.  Então  qualquer  processo  de 
consumo c  = {q, q} tem a representa￧￣o: 
s 
c = Co.tIo +  L �.u. 
,=1 
como f  é wn funcional linear: 
s 
f(c) = Co.f(Uo) + L 'is·f(u,) 
,=1 
como  Us E H,  '\:j  s,  temos  f  (u,) > o.  Tamb￩m  temos  que  para  todo  n,  o  processo 




f({-Pr.'Y,,}) = -p,,·f(�)+ LYrt.e.f(us)  =  o 
Q({￺J })  =  (1 + r). f(uJ 
s  f(�) 
:-=1 
Y'.Q=(1+r).p 
s = 1, ... ,S 
o que completa a demonstração. 
Logo  concluímos  que  no  caso  de  tennos  mercados  completos  com  um 
t￭tulo sem  risco o equilíbrio é eficiente no sentido de Pareto,  toda alocação de consumo é 
alcançável e a medida de martingal equivalente existe e é ￺nica. 
Um  t￭tulo  pode  ter  seu  preço  determinado  sem  ambig￼idade  em  um 
mercado completo se e somente se o  t￭tulo é redundante neste mercado,  ou seja, se seu 
pagamento pode ser reproduzido por uma carteira composta  pelos t￭tulos disponíveis para 
negociação.  Todas as f￳rmulas de determinação de preços de ativos que independem das 
preferências e dotações dos agentes assumem que o  ativo  a  ter  seu  pre￧o  determinado é 
alcançáveL logo redWldante neste mercado. 
Dado qualquer ativo,  caracterizado por seu pagamento Y, temos que o seu 
preço será determinado por: 
1  'Q  P=
(l+r)'
Y' 
dependendo assim da utilidade dos agentes. 
Contudo, suponha que o mercado seja completo e que existam mais titulos 
do que estados da natlU'eza,  ou seja,  N > S.  Fixe um  conjunto  J de S t￭tulos linearmente 
independentes.  Ent￣o  para  qualquer  ativo  que  n￣o  pertença  a  J,  seja  ele  o  ativo 
caracterizJldo pelo pagamento YS+l' teremos: 
Logo o seu preço será dado por: 
S 
YS+l = L a,·Y, 
,=1 
S 
PSr! -,: �as·p. 
r-l 
22 e dependerá apenas dos preços dos ativos em J. tomados como dados. 
As conclusões acima independem da existência de um t￭tulo sem risco.  Isto 
porque  dado  um  conjWlto  qualquer  e  de S  ativos  lineannente  independentes,  podemos 
sempre  obter o t￭tulo sem risco.  Seja y;, 1 :s; j :s; S  o pagamento do t￭tulo J em  C.  Então o 
t￭tulo  sem  risco  tem  como  pagamento  Y. = A> O, 'ij ￺J E 0,  e  assim  podemos  achar 
fJ.,s= 1,2, ... ,S tal que: 
s 
A.(I,I, ... , 1)'= y  = L:P.,y  • 
• =1 
Logo uma carteira com fJ.  unidades de  cada t￭tulo j corresponderá ao t￭tulo 
sem risco. 
Os resultados acima podem ser extendidos facihnente para o caso de termos 
mercados incompletos. 
11.6 - Dominância e Arbitragem 
Uma carteira representada pelo vetor de participação na  carteira x domina 
outra y, quando: 
Z.x�Z.y 
(onde �  significa  que a desigualdade  é  estrita  para pelo  menos  1  elemento).  Como  em 
qualquer  estado  da  natureza  a  carteira  dominante  supera  a  dominada,  todo  investidor 
evitará adquirir a carteira dominada. 
O problema da existência  de uma carteira dominante é que  nesta  situação 
nenhum investidor terá uma carteira ótima que seja limitada.  Por exemplo, suponha que Xl 
domina  � e  que  o  investidor  deseja  obter  iniciahnente  a  carteira  x· 
.  Entretanto, 
x· + r.(x1 -�), com r> O, é fact￭vel e domina x·, pois: 
Z.[x·  + r.(� -Xz)]=Z.x· + r.Z.(� -�»Z.x· 
e r.[x·  + r.(� -x1)]= r.x· + r·(r.x1-1'·X1)= 1+0= 1 
23 o  retomo  da  carteira  é  ilimitado,  pois  se  rz> rI> o  então  x' 4- r2·(xI 
- x2)  domina 
x 
* + rI. (Xl -Xz) 
. 
Conclui-se que a situação acima foi gerada pela possibilidade do investidor 
montar wna carteira comprando a carteira dominante e vendendo a descoberto a dominada 
(operação que qualquer investidor racional desejaria repetir infinitas vezes). 
1I.7  - Lei do Preço Único nos Mercados 
o  teorema de  inexistência  de  arbitragem não deve ser confundido  com a 
proposição que veio a ser conhecida por lei do preço ￺nico nos mercados.  A proposição 
afinna  que  dois  investimentos  com o  mesmo  valor  final  em  todo  estado  têm  que  ter  o 
mesmo preço no per￭odo inicial.  Ou seja: 
Teorema II.7.1:  Suponha que se tenha duas carteiras Xl e Xz  tais que f.xI = f.x2 (ou 
seja, elas têm o mesmo valor em todo estado da natureza).  Neste caso, tem-se que: 
p'  . .ti = p'  .X2 
dem.:  Monte a carteira Y comprando a carteira Xl  e  vendendo a  Xl.  Logo,  Y = Xl - Xl 
. 
Podemos então reescrever a equação f  . .ti = f.x2 como: 
f.y=O  =:>  p'.y=O 
chamando de D  p a matriz diagonal tal que D  p.l = p: 
(f.D;I).(Dp.Y) = Z.(Dp.Y) = O 
=:>  (p'  .D;l).(Dp.Y) = 1'.(Dp.Y) = O 
Mas  qualquer  violação  da  equa￧ão  acima  garante  a  exist￪ncia  de  oportunidade  de 
arbitragem. 
Note que a lei do preço ￺nico  nos mercados cobre apenas  um subconjunto 
dos  casos  do  teorema  de  exist￪ncia  de  um  vetor p;  ela  não  cobre  casos  em  que 
Z.(Dp.Y) � o. 
24 o  resultado  do  teorema  é  válido  para  carteiras,  e  obviamente  pode  ser 
aplicado  a  ativos.  Neste  caso,  suponha  existir  dois  ativos.  o  ativo  i  e  o  ativo }  (com 
1 < i <) < N).  O vetor de preços na data O é: 
Monte duas carteiras,  uma com 1  unidade do ativo i, outra  com 1  tmidade 
do ativo}: 
Logo  se 
p',X1 = p',x2 =:> A = P2' 
X'l = [0,0,  ... ,1,  ... ,0, ... ,0] 
X'2 = [O, O,  ...  , 0,  ...  ,1,  ...  , O] 
(ou  Y' = vJ 
s  _  s  para  todo  s)  então 
Ou seja,  ativos que t￪m o mesmo valor  na  data final para qualquer estado 
tem que ter o mesmo preço na data inicial. 
25 111- MERCADO A TERMO 
111.1- Introdução 
Um  indiv￭duo  que  compra  uma  posição  de  certo  ativo  ou  mercadoria  no 
mercado a  tenno  se  compromete a  entregar  uma  certa  quantidade  pré-determinada K de 
moeda  (ou seja,  o  preço K do  ativo  ou mercadoria  no mercado  a  termo  por  ocasião da 
abertura da posição) em troca de uma unidade do ativo ou  mercadoria em uma data pré­
determinada, que é denominada data de vencimento do contrato a termo (maturity date)  . 
O prazo do contrato é o periodo T transcorrido entre a data da compra e a data final. 
Analogamente.  um  indiv￭duo  que  vende  uma  posição  a  termo  se 
compromete a receber  certa quantidade K de moeda  e  entregar  uma  unidade do  ativo ou 
mercadoria por ocasião do vencimento do contrato a tenno. 
Cabe  salientar  que  no  contrato  a  termo  não  existe  qualquer  tipo  de 
pagamento  ou entrega do  ativo  ou mercadoria  em  quest￣o  nem  na  data de  abertura  da 
posição nem nos periodos subseq￼entes.  O  pagamento por parte do comprador e a entrega 
da mercadoria por parte do vendedor ocorre somente no vencimento do contrato. 
Existe apenas uma exceç￣o à afirma￧ão acima, que é a margem de garantia. 
A  margem  de  garantia  é  um  dep￳sito  feito  pelo  investidor  na  corretora  que  é  utilizado 
como  garantia  pela  corretora  contra  a  inadimplência  do  investidor.  Nonnalmente  este 
depósito é fixado em 20% do valor da operação,  sendo que  a percentagem  é maior para 
contratos  a  termo  sobre  t￭tulos  de  menor  liq￼idez.  Como  a  corretora  paga  juros  de 
mercado sobre a margem de garantia, não a consideraremos doravante. 
Temos inicialmente a proposição: 
Proposi￧￣o IU.1.1:  Se p é o pre￧o do ativo, K é o preço a termo do ativo e r é a taxa de 
juros (suposta não estoc￡stica) até o vencimento do contrato ent￣o K = p.(1 + r). 
dem.:  Suponha inicialmente  K <p(l+r).  Faça  ent￣o  a  seguinte  arbitragem:  compre  1 
unidade do ativo arriscado pagando p, tome emprestado p e venda 1 contrato a termo. 
No  vencimento  do  contrato,  entregue  o  ativo  arriscado  para  saldar  o 
compromisso no mercado a termo e pague o empréstimo.  Temos ent￣o o seguinte fluxo 
de  caixa: 
26 Operação  t=O  Quant.Ativo  t=1 
Venda do Contrato a Tenno  -1  +K 
Compra do Ativo  -p  +1 
Empréstimo a Taxa r  +p  -p(l+') 
O- Y.-p(l+r)>o 
Ou  seja,  da  operação  acima  resulta  um  lucro  de  K  - p(  1 + r) > O,  ou,  em 
outras palawas, temos uma oportunidade de arbitragem. 
Suponha  K < p.(l + r).  Faça  agora  a  operação  oposta  e  teremos 
novamente uma oportunidade de arbitragem. 
Logo, se existe arbitragem,  tem que ocorrer K =  p.(l + r). 
Contudo,  deve-se  ter  sempre  em  mente  a  import￢ncia  das  hipóteses 
implícitas neste resultado, a saber: 
(i) taxa de juros não estocástica; 
(ii) taxa de apl￭cação de fimdos igual à taxa de empréstimo; 
(iii) ausência de qualquer custo de transação como corretagem e impostos. 
No  caso do item  (ü),  por  exemplo,  uma  taxa de aplicação  r)nferior  à de 
empréstimo re introduz um intetValo da fonna: 
p.(I+ra) S K S p.(l+ r.) 
Cabe  ressaltar  que  para  que  a  fónnula  K = p.(1 + r)  seja  v￡lida  não  é 
necess￡rio que as hip￳teses (i) a (iii) sejam v￡lidas para todos os investidores.  mas  sim que 
sejam  válidas  para  pelo  menos  um  investidor  (que  esteja  preparado  para  aproveitar  as 
oportunidades de arbitragem que aparecerem). 
111.2- Tenno de moeda Estrangeira com Livre Movimentação de Capitais 
o  mercado  a  termo  de  moeda  estrangeira  é  útil  para  exportadores  e 
importadores,  que podem eliminar riscos cambiais envolvidos nos contratos de exporta￧ão 
e  importação.  Por  exemplo,  suponha  que  uma  montadora  fechou  um  contrato  de 
exporta￧￣o de automóveis em  marcos.  Mas o  marco  pode se desvalorizar em relação  ao 
dólar, e isto implicará em prejlￚzo para a montadora se seus custos de produção são fixos 
\:In  d￩!ar.  Lcóo  a  montadora  deve  vender  contratos  a  u.m:o  (com  cada  contrato 
27 correspondendo a 1 marco,  expresso em dólares) de modo a anular os prejuízos  de  uma 
possível desvalorização (e conseqüentemente os lucros de uma possível valorização). 
Então  considere  o  mercado  onde  cada  contrato  a  termo  corresponde  a 1 
marco, expresso em dólares. Seja: 
F = taxa de câmbio a termo (US$ill.M.) 
E = taxa de câmbio hoje (US$ill.M.) 
r = taxa de juros sobre aplicações em dólares 
r = taxa de juros sobre aplicações em marcos 
Agora  o  procedimento  é  um  pouco  diferente,  pois  pode-se  aplicar  os 
marcos  na  Alemanha.  em  títulos  sem  risco,  ou  seja.  a  mercadoria  agora  rende  juros. 
Temos então: 
Proposição III.2.i:  Para  o  mercado  a  termo  de  moeda  estrangeira  com  livre 
movimentação de capitais e taxas de juros não estoc￡stica, tem-se: 
F  l+r  - = --. 
E  l+r 
d  S  nh· ·  ialm 
F  1+  r 
B 
� 
d  1  ...!m!:.:  upo  a  lD1C  ente  que - >  --o .  asta então  ven  er  contrato  a  termo  e 
E  l+r 
tomar  emprestado (�)dÓ1ares  à taxa r, trocando  no  câmbio  em  t = O  por (�)  l+r  l+r 
marcos,  e aplicar estes marcos à taxa r· em titulos sem risco na Alemanha,  recebendo  na 
época  do  vencimento  do contrato  a  termo 1  marco  como  resultado.  No  vencimento,  o 
investidor  recebe  F  dólares  referente  à  venda  do  contrato  a  termo.  entrega  1  marco 
(resultado  da  aplicação  de  �  marcos  à  taxa r·  em  t￭tulos  sem  risco)  e  paga  o  l+r 
empr￩stimo inicial, agora no valor de (�  ') (1  +  r) = E. 1 + � dólares, obtendo um lucro  l+rJ  l+r 
de:  F -E(  1+ �»  O.  l+r 
Ou seja: 
28 Qnera�ão  Periodo o  D.M. 
Vende 1 D.M. a Tenno  -1 
Empréstimo de US$ --L.  --L.  +1 
l+r  l+r 
Compra  de  -L.  D.M.  (e  E  l+r  -. 
aplicação a taxa r') 
- �  +1 
O 
1+  r 
Suponha agora que F < E.-- •. Faça a operação oposta.  1+  r 
Como não deve existir arbitragem, tem-se: 





F -E.J::; >() 
1..-
Lembre que se sup￴s livre mOWnentação de capitais.  No Brasil isto não é 
bem válido.  Até pouco tempo atrás só se podia aplicar em moeda estrangeira (legalmente) 
comprando t￭tulos do governo denominados em dólar,  cuja correção  era  o valor  m￡ximo 
entre a correção cambial e a correção monet￡ria (a chamada ORTN cambial).  Além disso, 
novamente existe  a hipótese de taxas  de  juros  não-estocásticas,  de taxas de  aplicação  de 
fundos igual a taxa de empréstimos, além de aus￪ncia de custos de transação. 
Podemos então generalizar este resultado através da seguinte proposição: 
Proposição IlI.2.2:  Se p é o preço do ativo, K é o preço a termo do ativo, r é a taxa de 
juros (suposta não estocástica) e r" é a taxa de juros sobre o ativo, então: 
K=p.(l+r} 
(1+  r ) 
Note que r· pode ser positivo,  como no caso da proposição 2 ou negativo, 
como por exemplo no caso de existirem despesas com estocagem proporcionais ao valor do 
ativo.  No próximo item consideraremos o  caso  da despesa com  estocagem  do  ativo  ser 
proporcional à quantidade do ativo, e não ao valor. 
111.3- Contrato a tenno de Mercadorias com Custo de Estocagem 
Existem  v￡nos  exemplos  no  Brasil  de  contratos  a  tenno  de  mercadorias 
29 como: 
(i) Café - No Brasil é o que tem maior liq￼idez.  Não estraga,  é bom para 
estocar, mas na entrega tem que ter sua qualidade julgada por um juiz a 
ser escolhido pela Bolsa de Mercadorias,  e isto pode implicar  na  perda 
de todo o estoque de café por ocasião da entrega. 
(ü) Boi Gordo - Tem um  alto custo de  estocagem,  e no Brasil tem alguma 
liq￼idez. 
ei￼) Soja - Pode ser bem conservada e tem alguma liqüidez no Brasil 
(iv) Trigo - Tem pouca liqüidez no brasil. 
Sejam: 
p ;= preço à vista da mercadoria 
K =  preço da mercadoria no mercado a termo 
r = taxa de juros (não estoc￡stica) 
8 = custo nominal de estocagem por unidade de mercadoria, a ser pago no 
periodo final. 
Temos ent￣o a seguinte proposiç￣o: 
Proposi￧￣o I11.3.1:  Para contrato a termo com custo de estocagem, tem-se: 
K  8 
-=(l+r)+­
p  p 
dem.:  Suponha  inicialmente  que  K = (1 + r) + .!.-.  Neste  caso,  é  possível:  vender  1  ---
P  P 
contrato a tenno da mercadoria, recebendo no periodo 1 K unidades monet￡rias.  Comprar 
1  contrato  da mercadoria no mercado  à vista,  utilizando  para  isto  um  empréstimo  de  P 
u.m.,  à taxa r.  No periodo final,  entregar a mercadoria,  receber o  dinheiro  referente  ao 
contrato a tenno e pagar o empréstimo e o custo de estocagem.  Ou seja, tem-se o fluxo de 
caixa: 
30 Operação 
Venda do Contrato a Tenno 
Empréstimo a Taxar 
Compra  de  Estoque( e  posterior 
venda) 
Economia no Custo de Estocagem 











Suponha agora que P.(1+ r)-'- 5? K  e que existam estoques.  Basta fazer a 
operação inversa, notando que agora quem estocava deixa de pagar o custo de estocagem. 
O  investidor  vende seu  estoque e  compra  um contrato a termo para  repor o estoque.  O 
fluxo de caixa é então: 
Opera￧ão 
Venda do Contrato a Termo 
Empréstimo a Taxar 
Compra  de  Estoque(  e  posterior 
venda) 








P.(1 +  r) 
+c5 
P.(l+r)+ .....  K>O 
Logo, para não ocorrer ganho de arbitragem,  deve-se ter: P.  (1  +  r) + 5 � K. 
Conclui-se que K = P.(l +  r) + 5. 
Note que o resultado depende da existência de estoques.  Se não há estoque 
disponível  isto não pode ser garantido, e só se pode afirmar que: K � P. (1 +  r) + 5. 
Da mesma fonna que no item anterior. podemos generalizar o resultado: 
ProDOsicão IlI.3.2:  Se p  é o preço do ativo,  K o  preço  a termo  do  ativo, r a  taxa  de 
juros (suposta n￣o estoc￡stica) e ô o custo de estocagem (ou ganho) por unidade do ativo, 
ent￣o: 
K= p.(l+r)+ô 
31 As proposições 3 e 5 explicam por que em certos mercados o preço a termo 
é superior ao preço a vista. ao passo que em outros o preço a termo é inferior. 
32 IV- MERCADO FlITURO 
IV.l - Introdução 
Um indiv￭duo  que  compra  um contrato  de  certo  ativo  ou  mercadoria  no 
mercado futuro  se compromete a aceitar  um fluxo de  caixa composto de  duas  partes:  A 
primeira,  chamada  de  ajuste  di￡rio  de  margem,  é  uma  quantia  a  ser  paga  ou  recebida 
diariamente, equivalente à diferença entre o preço de fechamento no dia de pagamento da 
margem  e  o  preço  no dia  anterior  do ativo  no  mercado futuro.  A  segunda  parte  é  um 
pagamento  equivalente  ao  preço  do  ativo  ou  mercadoria  no  mercado  à vista  no  dia  do 
vencimento do  contrato.  Como  contrapartida,  o indiv￭duo tem  o  direito  de  receber uma 
unidade do ativo ou mercadoria em questão na data de vencimento do contrato. 
Analogamente, um indiv￭duo que vende um contrato no mercado futuro se 
compromete a aceitar o fluxo de caixa oposto ao descrito acima, e a entregar uma unidade 
do ativo ou mercadoria em questão na data de vencimento do contrato. 
Ou seja, suponha que F(t) seja o preço do ativo no mercado futuro na data t 
e que P(t) seja o preço do ativo no mercado à vista na data t, e que o vencimento seja dois 
per￭odos  adiante,  quando  os  contratos  devem  ser  liquidados  (ou  seja,  temos  as  datas 
t=0.1.2). 
Em primeiro lugar,  temos um fato importante que é F(2)=P(2), em outras 
palavras,  o  preço  no  mercado  futuro  deve  ser  igual  ao  preço  no  mercado  à  vista  no 
vencimento.  Isto porque se a igualdade n￣o  for obedecida existirá uma  oportunidade  de 
arbitragem. 
Suponha  agora  dois  investidores  em  pontas  opostas,  cada  wn  com  uma 
posição de n contratos.  Neste caso, seus fluxos de caixa ser,o: 
Opera￧￣o  Periodo O  Periodo 1 
Pre￧o Merc. Futuro 
F(O)  F(1)  F(2)=P(2) 
Pre￧o a Vista 
P(O)  P(l)  P(2) 
Investidor 1 (vende n contratos): 
O  -n.[F(1)-F(O)]  -no [F(2)-F(1)  ]+n.P(2) 
Investidor 2 (compra n contratos): 
O  +n.[F(l)-F(O)]  +1'_ [F(1)-F(1.)l-n-P(2) 
33 Logo, no vencimento, o saldo total é: 
Investidor  1: 




Ajuste de NIargem: 
Receita Final: 
Total: 
-n.[F(1) -F(O)]-n.[F(2)  -F(1)] 
11. P(2) 
n.P(2)- n.[F(2)-F(O)]= n.F(O) 
-n.[F(l) -F(O)]+ n.[F(2)  -F(1)] 
-n.P(2) 
-no P(2) + n.[F(2)  -F(O)]  = -n.F(O) 
Observa-se ent￣o uma grande semelhança entre wn contrato a tenno e wn 
contrato no mercado futuro, já que em ambos a receita final depende do preço vigente na 
data de abertura.  Contudo, veremos adiante que as semelhanças enganam. 
Deve-se  notar  que  a  expressão  preço  no  mercado  futuro  não  é  muito 
correta,  pois como vimos anteriormente n￣o  ocorre  uma  compra de certo bem ou  ativo, 
mas sim a aceitação  de wn  compromisso legal correspondente  ao fluxo de  caixa descrito 
acima, durante o período de vig￪ncia do contrato. 
Uma posição no mercado futuro é o total de contratos comprados menos o 
total  de  contratos  vendidos,  ou  seja,  o  saldo  líquido  dos  contratos  possuídos  pelo 
investidor.  Note que a obrigação de entregar ou receber o ativo no vencimento pode ser 
cancelada simplesmente abrindo uma posição oposta ao compromisso assumido. 
Apesar  de  apenas  uma  pequena  fração  das  posições  no  mercado  futuro 
serem  fechadas  no  vencimento  (com  a  entrega  do  bem),  com  a  grande  maioria  das 
posições sendo fechadas antes do vencimento, é a possibilidade de entrega que d￡ valor ao 
contrato,  com  os  preços  no  mercado  futuro  e  do  mercado  à  vista  coincidindo  no 
vencimento. 
Com relação à entrega, é  uma regra geral  que o vendedor  sempre  tem a 
op￧ão de  escolher o modo de  entrega (se houver escolha entre tipos de  ativos,  local  de 
entrega,  etc.),  de modo  que o comprador n￣o  tenha possibilidade de "puxar"  o mercado, 
explorando uma poss￭vel iliq￼idez do mesmo. 
Exemplo:  Apesar  das  semelhanças,  o  mercado  futuro  difere  fundamen­
talmente do mercado a tenno  pela exist￪ncia de  ajuste  de margem.  Para ilustrar o fato, 
vejamos como é determinado o preço F do ativo no mercado futuro em wn modelo com 2 
periodos. 
34 Suponha uma economia em 2 periodos,  sem custos de transação,  e onde  a 
taxa  de  juros  seja  não  estocástica,  sendo  igual  a  Rl = 1 + li  no  periodo  inicial,  e  de 
R2 =  1 + r2  no periodo final. 
Vamos provar então que: 
Suponha que F(O) > P(O).R1.R2•  Então faça a seguinte operação:  Na data 
O,  compre 1  unidade  do  ativo  pagando  o  custo prO) com um empréstimo  até  o  periodo 
final a taxa de juros Rl' R2  •  Ao mesmo tempo, venda 1/ R2  unidades do ativo no  mercado 
futuro.  Na  data  intermedi￡ria,  compre  1/ R2  unidades  do  ativo  no  mercado  futuro 
(fechando  a  posição  anterior),  pague  (ou  receba)  o  ajuste  de  margem  de  F(l)-F(O) 
tomando  emprestado (ou aplicando)  a taxa R2  e  venda 1  unidade  do  ativo  no  mercado 
futuro  (abrindo  nova  posição).  Na data final,  entregue  o ativo comprado  no mercado  à 
vista para liquidar a posição no mercado futuro, pagando (ou recebendo) o novo ajuste de 
margem de F(2)-F(l),  mais o pagamento final F(2). 
Logo temos o seguinte resultado: 
Resultado na 
Data0 
Compra a Vista 
Quantidade  Resultado na  Quantidade  Resultado na 
Data 2 
-prO) 
Venda no Merc.Fut.(Data 1) 
Aplic. do Ajuste de Margem 







-11 R2  -t .[F(1) -F(O)] 
e caso F(O) > P(O).Rl'� ternos moa arbitragem. 
+1 
-[F(I)- F(O)] 
+ 1  -{ F(Z) -F(l)] + F(Z) 
-1 
F(O)-P(O).R,.� 
3S Logo, para não ocorrer arbitragem devemos ter9: 
F(O) s P(O).R1.Rz 
E podemos generalizar para o caso de N periodos: 
N 
F(O) s P(O). I1  Rk 
k=l 
o  exemplo  acima  destaca  a  diferença principal  entre  mercado  a  termo  e 
mercado futuro.  A aplicação, na data O, da regra de bolso do mercado a termo de "posição 
igual e oposta" levaria a um resultado final de: 
F(O) - P(O).R1.Rz -[Rz - 1].[F(I)- F(O)] 
Mas  sendo  F(1)-F(O)  estoc￡stico,  conclui-se  que  isto  jamais  será  uma 
arbitragem, podendo o procedimento acima gerar ganhos ou preju￭zos.  Contudo,  se a taxa 
de juros for suficientemente baixa, tem-se (Rz -1) próximo de zero,  e o efeito do ajuste de 
margem pode ser desprezado. 
Uma regra prática (aproximada) para a compra no mercado futuro  é dada 
uma  posição  de  Nv  unidades  do  ativos  no  mercado  à  vista,  vender  N  F  unidades  no 
mercado futuro,  de modo que seja satisfeita a equação: 
o racioc￭nio é simples: para pequenas oscilações nos preços,  as perdas no 
mercado  à vista  s￣o  compensadas  pelos  ganhos  no  mercado  futuro  e vice-versa.  Neste 
caso, a posição deve ser ajustada continuamente, sempre que houver variações maiores nos 
preços. 
Por  exemplo,  se  um  investidor  comprou  o  ativo  no  mercado  à  vista  e 
vendeu  o  ativo  no  mercado  futuro  e  ocorreu  J7﻽::) > ﻽::),  pela regra  acima,  ele  deveria 
aumentar sua posição no mercado à vista comprando o ativo.  Note que não se deve ajustar 
a posição pelo  mercado futuro.  Neste caso,  se o investidor  fosse ajustar sua posição  pelo 
mercado  futuro  ele  deveria  reduzir  sua  posição  no  mercado  futuro,  ou  seja,  comprar 
36 contratos no mercado futuro.  Contudo�  ele  estaria  comprando justamente  quando  o preço 
no  mercado  futuro  aumentou,  o que  não seria  conveniente,  principalmente  se  a raz￣o  ﻽i:﻽ 
oscilar muito. 
IV.2  - A Relação entre Preços no Mercado a Termo e no Mercado Futuro 
Em  primeiro  lugar,  um  indiv￭duo  que  abre  uma  posição  no  mercado  a 
termo  se compromete  a comprar  o ativo  em  uma data pré-determinada pelo  preço vigente 
na data que  o contrato  é iniciado.  Na data  de vencimento,  portanto,  o preço  do  contrato  a 
termo  deve  ser o mesmo preço vigente no mercado à vista.  Em nenhum  momento ocorre 
pagamento, a não ser no vencimentolO. 
O  contrato  no  mercado  futuro  é  semelhante,  mas  existe  uma  diferença 
importante.  Um  indiv￭duo  que  abre  uma  posição  no  mercado  futuro  se  compromete  a 
comprar  o  ativo  no  vencimento  pelo  preço  vigente  no  mercado  futuro  na  data  que  o 
contrato  é iniciado.  Da  mesma forma,.  o preço  do  contrato  no  mercado futuro deve  ser o 
mesmo preço vigente  no mercado à vista no vencimento.  Inicialmente,  como  no  mercado 
a termo,  não h￡ pagamentos.  Contudo,  conforme  o preço no  mercado futuro  mude  com o 
tempo,  o indiv￭duo  favorecido  pelo movimento  dos  preços deve receber integralmente  do 
indiv￭duo perdedor uma  quantia  equivalente à variação  do valor total  da posiçãoll.  Como 
resultado, o pagamento final, no vencimento,  é simplesmente  o preço do  ativo  no mercado 
à vista neste  momento.  A diferença entre esta quantia  e o valor inicial do  contrato foi  paga 
(ou recebida) em prestações durante a vida do contrato. 
Logo  o preço  de  equil￭brio  do mercado  a termo deve variar  continuamente 
no  tempo  de  modo  que  os  contratos  recém-criados  tenham  sempre  um  valor  atual  nulo 
quando  eles  s￣o  iniciados.  No  caso  do  mercado  futuro,  o  preço  tamb￩m  deve  variar 
continuamente no  tempo,  mas só  que  de  modo  que  o fluxo  restante  de  pagamentos futuros 
descritos acima tenha um valor atual nulo.  Portanto,  com uma taxa de juros constante,  os 
dois  contratos  são  equivalentes  e  os  preços  no  mercado  a  termo  devem  ser  iguais  aos 
preços  no mercado  futuro,  como  veremos,  mas  em geral (com taxa  de juros  estoc￡stica) 
isto é não é verdadeiro. 
Para comparar os preços nos dois mercados,  vamos  inicialmente  enunciar  e 
demonstrar alguns resultados,  que s￣o meras aplicações da lei do preço ￺nico (single price 
J°NlIo ccn:tliￚraremos a ma� tￚ garanta tinido ao  f- tￚ serem acr  •  .cJdos JlUos de mercado a m_a. 
1 J  Mal. pncis  __  ••  o Ilf'Imldor d,., d.",ar lIIfIa marg*M de garantia tqWvaJ_, a lIIfIa ctrta p,rc,ntag,m  da op.,aç<fo  (qsu  I fixada pila 
bolsa , dtpmd, da liqtbda: d.'  anvo 110 m,rcadc a vrota) , tin, pagar (ou nemr) .*MP" que  " vaJo: .".;J dlp",itado r� <�'Mora ..• <lU'"aJ_. 
à  ma�  d,  garantia.  0fI pagam� , ncftnm_os  #fnwld os mall  os JlU'OS  a<lllflUￍ4tios) lo r lrif enor (ou mp,rior)  a  c.rtos  Ilmlrt.  prl­
mabll«Jdos.  Para SImpli ficar a o:po8IÇ<fO.  llao COMliￚrar""OII ma tￚtaJhG 
37 law of markets). 
Proposi￧￣o IV.2.1:  O preço no mercado a termo K(t)  de um contrato que vence na data 
s é o valor na data t de um contrato que pagará na data s a quantia: 
P(s) 
B(t) 
onde B(t)  é o preço na data t de um t￭tulo sem risco que paga 1  na data  s,  t s  s  (ou seja 
B(t) = R�t) ' onde R(t)  é a taxa de juros até a data s). 
dem.:  Considere a seguinte estratégia: compre llB(t)  contratos  a termo  e aplique K(t)  em 
t￭tulos  com  vencimento  na  data  s.  O  investimento  requer  K(t).  Não  h￡  pagamentos 




=  K(s) 
=  P(s) 
B(t)  B(t)  B(t)  B(t) 
onde  o  primeiro  termo na  esquerda é  o  resultado de operação no mercado  a termo  e  o 
segundo o retomo de aplicação em t￭tulos sem risco. 
Proposi￧￣o IVo202:  O preço no mercado futuro F(t)  é o valor na data t de um contrato 
que pagará na data s a quantia: 
onde Rk é a taxa de juros no per￭odo k. 
demo:  considere  a  seguinte  estratégia:  na  data  t,  aplique  a  quantia  F(t)  em  t￭tulos  e 
reinvista  continuamente  o  principal  e  os  juros  até  a  data  s.  A  cada  momento 
j 
j, j = t, t + 1,  o  o o,  s -1 , abra uma posição de n Rk contratos no mercado futuro  e liquide-os 
Ic=t 
no per￭odo seguinte, reinvestindo o resultado (ou tomando emprestado) até a  data s.  Logo 
o resultado final é: 
,-I  ,-I }  ,-I  ,-1  ,-1 
F(t�n R.. � 2:  (nRk).[F(j+ 1)-F(jH(D Rk) =F(s)·nRk=  P(s)oTIRj; 
k=t  }=t  k=t  k=  j+l  k=l  k=l 
38 Logo podemos  considerar  tanto  o  mercado  a  termo  quanto  o  mercado 
futw-o  "ativos"  que  pagam  wn  certo  n￺mero  de  unidades  do  ativo  ou  mercadoria  em 
questão na data  de vencimento.  Para o mercado a termo,  este número é o retomo de wn 
investimento  em wn t￭tulo com vencimento na data s.  Para o mercado futuro, é o retomo 
total  de  wna pol￭tica de reinvestimento  cont￭nuo em  t￭tulos  de wn único periodo.  Logo 
temos wna diferença importante entre os preços no mercado a termo e no mercado futuro: 
os ￺ltimos depender, o da correlação entre  os preços a vista e as taxas de juros,  ao passo 
que os preços no mercado a termo não. 
Por exemplo:  suponha que a taxa de juros seja estocástica e que o preço de 
certo ativo seja positivamente correlacionado com a taxa de juros.  Neste caso, se a taxa de 
juros subir o preço do  ativo  aumentará.  Logo  para  cada  contrato  comprado no  mercado 
futuro, o investidor aplicará wna quantia maior referente ao aj uste diário de margem à wna 
taxa de juros mais alta.  Da mesma forma,  se os juros caírem, o decréscimo na aplicação da 
quantia referente ao ajuste di￡rio de margem será financiado a wna taxa de juros menor,  ao 
passo que o mercado  a termo  n￣o  é afetado.  A conclusão  é  que  neste  caso  o preço  do 
ativo no mercado futuro deve ser superior ao preço do mesmo ativo  no mercado a termo. 
Se o preço do ativo  for negativamente correlacionado  com a taxa de juros,  então vale a 
recíproca. 
É  importante  ter  sempre  em mente  que  caso a  taxa  de juros  seja  n￣o 
estoc￡stica não existe muita diferença entre o mercado a termo e o futw-o:  os preços são os 
mesmos, no mercado a termo faz-se wna única operação na data inicial, no mercado futuro 
ajusta-se  a posição  ao  longo  do  tempo.  Contudo,  se  a taxa de juros for  estocástica,  os 
mercados a termo e futuro ser,o bem diferentes:  agora o preço no mercado  a termo não 
será  necessariamente  igual  ao  preço  no mercado  futuro.  O leitor  deve  lembrar  sempre 
deste detalhe. 
Caso a taxa de juros seja não estocástica: 
Proposição IV.2.3:  Se as taxas de juros são não-estoc￡sticas, então K(t) =F(t) . 
dem.:  Se as taxas s￣o n￣o estoc￡sticas, tem-se: 
1  ,-1 
- = fI RIc =:> K(t) = F(t) 
B(t)  Ic=t 
Se s￳ resta wn ￺nico periodo para o vencimento,  ent￣o llB(t)  sempre será 
igual a Rr. Consequentemente,  n￣o  haverá diferença entre preço no mercado futuro e no 
mercado a termO  em modelos com wn ￺nico �iodo. 
39 Proposição IV.2.4:  Se P(s)  é não estocástico,  então K(t) =F(t) =P(t). 
dem.:  Se P(s)  é  não  estocástico,  então  um  investimento  de  P(s)  em  t￭tulos  com 
vencimento  na  data t produz  um  pagamento  na  data s de P(s)/B(t),  logo K(t)=P(s}.  Da 
mesma  forma,  um  investimento  de  P(s)  com  uma  estratégia  de  rolar  continuamente  os 
.-1 
contratos produz um pagamento na data s de  P(s). 11  R/:: , logo F(t)=P(s}. 
k-=1 
IV.3 - O Papel das Expectativas 
Costuma-se  afirmar  que  o  mercado  futuro  "sinaliza"  o  preço  que 
prevalecerá no mercado à vista no vencimento.  Em outras  palawas,  afirma-se que o preço 
atual no mercado futuro é igual  ao valor esperado  do  preço  do  ativo  no vencimento,  dada 
toda a informação disponíve�  ou seja: 
F(t) = E[P(s)J1rl 
A raz￣o é que o preço no mercado futuro  é o resultado  das  ações (ofertas  e 
demandas)  de  agentes racionais,  que  atuam  baseados  em  suas  expectativas  sobre  o  valor 
dos  contratos.  Se  a  maioria deles  prevesse que  o preço  no  mercado  à vista estaria  acima 
do  preço  atual  no mercado  futuro,  eles  imediatamente  comprariam,  aumentando  o  preço 
no  mercado  futuro  (valendo  a recíproca).  Logo  o único  equil￭brio  seria com  o preço  no 
mercado  futuro  igualando  a expectativa  dos agentes sobre o preço  no  mercado  à vista no 
vencimento. 
o argwnento é razoáve�  mas inconsistente  com a equação de  detenninação 
de preços  por  arbitragem  discutida  anterionnente.  Se  o  pre￧o  no  mercado  é  fixado  por 
arbitragem,  então  ele  n￣o é a expectativa  dos  agentes  sobre  o preço do mercado  à vista no 
vencimento (e as expectativas  dos agentes n￣o tem import￢ncia?).  Da mesma  forma,  se o 
preço no mercado futuro é determinado por estas expectativas,  então  surgem possibilidades 
de arbitragem,  e sabemos que neste  caso n￣o h￡ equili 'brio. 
O  que ocorre é que  o  modelo  de  arbitragem  é a explicação  correta  para a 
determina￧￣o dos preços no mercado futuro,  pois  como mencionado  acima,  se  assim n￣o 
fosse, n￣o haveria equil￭brio (como demonstrado anteriormente). O  problema do  "enfoque 
de  expectativas" é que ele  n￣o leva  em considera￧￣o  prote￧￣o  e arbitragem.  Suponha,  por 
exemplo,  que  um indiv￭duo tenha  UlIl￠ piJSￍￇão arriscada,  mas de  n;�iomo  eievado.  Se  o 
40 "enfoque das expectativas" estivesse correto,  o indiv￭duo poderia vender contratos futuros, 
e teria exatamente  o mesmo retomo de antes.  só que agora teria  eliminado o  risco.  Mas 
neste caso a estratégia ofereceria retornos altos sem risco, e todos os agentes prefeririam os 
ativos mais arriscados posto que eles  podem eliminar o risco.  Enquanto o retorno do t￭tulo 
for maior  do  que  a taxa de  juros  sem risco,  haveriam investidores  querendo  realizar  este 
tipo  de  operação,  aumentando  o  preço  dos  ativos  mais  arriscados  e  reduzindo  seus 
respectivos preços no mercado futuro. 
Logo  o argumento  é falso.  A  questão  é  que  apesar da  determinação  dos 
preços ser feita pela equação de arbitragem,  as expectativas afetam o equil￭brio ao atuarem 
sobre o preço no mercado à vista.  Como o preço no mercado  à vista para qualquer ativo 
depende  da expectativa  do  mercado  sobre  qual  será  seu  valor no  futuro  comparado  com 
investimentos  alternativos  que  podem  ser  feitos,  o  ativo  tem  seu  preço  determinado  no 
mercado  de  modo  que  é  esperado  ganhar  uma  taxa  de  retorno  compat￭vel  com  risco 
assumido sobre qualquer horizonte  de investimento,  incluindo  o periodo até o vencimento 
do  contrato  futuro.  A  questão  é  que  a  equação  de  arbitragem  determina  o  preço  no 
mercado futuro dado o atual preço no mercado à vista, ao passo que expectativas  afetam a 
detenninação dos preços no mercado à vista.  Logo pode-se  afinnar que  as  expectativas 
afetam  o  preço  no  mercado  futuro,  mas  de  uma  forma  indireta,  através  do  preço  no 
mercado à vista. 
IV.4  - Mercado Futuro de BTN 
O mercado futuro  de  BTN era um  mercado  que  existia  até  pouco  tempo 
atrás  e  que  era  muito  útil  para  se  procurar  proteção  contra  os  efeitos  da  inflação  sobre 
certos ativos.  O mercado negociava contratos sobre o valor da BTN e tinha o vencimento 
no prime1rO dia útil do mês. 
Para expücar como  este  mercado  funcionava  suponha,  por  exemplo,  que 
um investidor decida depositar dinhe1rO em uma caderneta de poupança no ￺ltimo dia útil 
do mês.  (ou que  uma ind￺stria realize uma venda no último  dia do  mês,  cujo pagamento, 
com valor nominal fixo, será efetuado 30 dias depois).  Neste caso, se a taxa de infla￧ão do 
mês  seguinte  for maior  do  que  a taxa de  inflação  do mês  do  dep￳sito  (que  determina  o 
￭ndice de correção da poupança),  o banco ganha, mas se  ela  for  menor,  o  banco perde. 
Como proceder para eliminar este risco? 
Suponha  que  o  investidor  depositou  D  cruzeiros,  e  seja  J=O.005  o 
rendimmto real da poupança (taxa de juros  real mensal de 0,5°},) e B(i)  a BTN vigente  no 
mês i.  Logo temos o esquema: 
41 Deposita  Saca 
J,  i 
Mês:  O  1 
BTN:  B(O)  B(l) 
o fluxo de caixa da operação para o banco é: 
+D  -D.(1 + '). 
B(l) 
J  B(O) 
cuja taxa nominal de  juros é: 
1+  r 
=  D.(1+ j).B(1)/ B(O) 
D 
e cuja taxa real é (dividindo pela infla￧ão 1+  7r= ﻽i﻽): 
Logo, se: 
1+i 
=  (l+ J).B(1)/ B(O) 
= (1+ J). 1+ 7r_1 
B(2)  / B(l)  1 + 7r 
7r_1  >  7r� i>  J �  o banco perde 
7r_1  < 7r � i < J �  o banco ganha 
Como evitar o risco de i ser diferente de J? 
2 
B(2) 
Basta vender n contratos no mercado futuro de BTN, assim que  o dep￳sito 
for  efetuado.  Neste caso,  o fluxo de caixa do banco será (supondo que o banco aplique o 
dinheiro a wna taxa de juros real J'): 
42 Periodo 1 




-D  +D.(l+  J').(l+  lr)  =  +D.(l+  J').B(2)/  B(l) 
Mercado Futuro  n.[B(f)- B(2)] 
onde B(j) é o preço do contrato futuro de BTN na data do depósito. 
ogo a receita total do banco é: 
ou seja: 
R = -D.(1+ J).B(1)/ B(O)+ n.[B(f)-B(2)]+ D.(1+ J').B(2)/ B(1) 
R - D (1  J) [-
B(1)  ...!!,iL]  D (1  J) 
B(2)  [(1+J� 
-
�
]  - .  +  .  B(O) + n. 0.(1+J)  +  .  +  .  B(1) '  (1+J)  n. 0.(1+J) 
Todos  os  valores  s￣o  conhecidos,  exceto  B  (2) .  Conclu￭mos  que  para 
minimizar a vari￢ncia de R devemos escolher (anulando assim o segundo tenno): 
Ou seja, deve-se vender n =  0.﻽(::1  contratos  no mercado futuro. 
IV.5 - Mercado Futuro: Dedu￧￣o em um Modelo de Média-Variância 
Outro  procedimento  para  a  detennin.a￧￣o  de  preços  no mercado  futuro 
consiste em  construir  um modelo  de  equil￭brio  competitivo,  onde  os  agentes  maximizam 
utilidades de Von Newmann-Morgenstem, tomando como dados os preços dos ativos.  Os 
preços no  mercado futuro  e as posições dos agentes neste mercado  fonnam um equil￭brio 
onde  o  total  de  contratos  comprados  no  mercado  futuro  iguala  o  total  de  contratos 
vendidos.  Em  um  modelo  mais  geral,  poder-se-ia  detenninar  conjuntamente  todos  os 
preços da economia, como preços no mercado à vista, futuro, tenno e taxa de juros (preço 
do t￭tulo sem  risco), através do equil￭brio simult￢neo entre  as demandas e ofertas de cada 
ativo pelos agentes. 
NC1lte  caso,  estaremos  interessados  em  um  caso  particular,  OH  seja,  um 
modelo de equil￭brio parcial para determina￧￣o apenas do pre￧o no mercado futuro e onde 
43 os agentes possuem utilidades do tipo média-vari￢ncia. 
Um preço de equil￭brio no mercado futuro é, por definição, o preço no qual 
a demanda por contratos iguala a oferta de contratos.  Como não  existe uma oferta  inicial 
de contratos, e como eles não podem ser produzidos como bens, a oferta total de contratos 
deve  ser  sempre  nula.  Logo,  um  preço  de  equilíbrio  é  um  preço  no  qual  a  demanda 
agregada  da economia é nula.  É claro que as  demandas  individuais  podem  ser positivas 
(comprador) ou negativas (vendedor), mas elas devem somar zero em equilíbrio. 
Suponha uma economia  com dois agentes e com um ￺nico per￭odo,  e seja 
� (/ 0) a demanda por contratos no  mercado futuro  do  agente � uma função do  preço  /0 
do  ativo  no mercado futuro na data inicial.  Suponha adicionalmente  que  D"  i = 1. 2  seja 
uma função monótona decrescente de  / 0- ou  seja,  que  D'1 (/ 0)  < O, que exista um .ir}  tal 
que Dl (/ 01) > O  e D2 (foI) > O  e que exista um fo2 tal que � (102) < O  e D2 (102) < O.  Neste 
caso, o preço de equil￭brio será fo*, sendo /01 
< 10* < / 02  e a demanda agregada D nula: 
D(fo") = � (lo")  + � (lo")  = O 
portanto, ter-se-á: 
Em um gráfico: 
Suponha agora que existam I indiv￭duos, sendo que o indiv￭duo i,  1 � i � I, 
possui prefer￪ncias sobre o espa￧o  de consumo representada  por uma função de utilidade 
do tipo média-vari￢ncia, dada por: 
44 onde: 
r' = coeficiente de aversão absoluta ao risco do indiv￭duo i 
l/r' =  t  =  toler￢ncia ao risco do indiv￭duo i 
J.l= média da renda do indiv￭duo na data final 
a= desvio padrão da renda do indiv￭duo na data final 
O que significa o coeficiente  r'?  Observe que para uma certa utilidade fixa 
Uo, podemos definir um caminho de iso-utilidade: 
derivando implicitamente, 
onde 
Ui = � > O 
Ul = ::; < O 
logo  o  prêmio  que  deve  ser  cobrado  para  trocar  desvio  padrão  por  média  (trocar  o 
duvidoso pelo certo) é: 
ou: 
A 
dJ.l = -der 
2 
definindo a aversão absoluta ao risco como: 
Ent￣o temos uma interpretação para r : 
,  A 
r= -
2 
Para  descrever  fonnalmente  o  modelo,  suponha  que  exista  apenas  um 
penodo, sendo que na data inicial O as decismes dos agentes são tomadas e na data final a 
45 incerteza  é  verificada  (observa-se  a  realização  das  variáveis  aleatórias  do  modelo)  e  os 
agentes consomem suas rendas,  que  são  compostas  por wna  dotação  (que  é  wna  variável 
aleatória)  adicionada  ao  resultado  da  negociação  no  mercado  futuro  (que  é  função  dos 
preços dos ativos no mercado futuro,  que  por sua vez também são variáveis aleatórias). 
e'  =  dotação do indiv￭duo i (sua riqueza aleatória). 
l o = preço no mercado futuro do ativo,  na data  O. 
lt:=  preço do  ativo  no mercado à vista (lembre  que  no vencimento  o preço 
do ativo no mercado futuro é igual ao preço à vista). 
,t= número de contratos futuros comprados pelo indiv￭duo  i. 
Observe que  e'  e lt são variáveis  aleatórias,  ao  passo  que  lo  é  conhecido 
na data  O. A riqueza aleatória do indiv￭duo pode ser imaginada, por exemplo,  como  Q.  P 
(onde Q é a quantidade  do  ativo possuída pelo indiv￭duo  e P o preço no  mercado  à vista). 
Ou seja, o valor total do ativo  no mercado à vista.  Normalmente,  tem-se  Q  determin￭stico 
e P  estoc￡stico,  como  no  caso  de  um  investidor  que  possui  Q  ações  de  certa  empresa. 
Entretanto,  podemos  ter  Q  estocástico  tamb￩m,  como  no  caso de  um produtor  de  café, 
que  ao  procurar  proteção  no  mercado  ainda  n￣o  sabe  qual  será  o  tamanho  da  próxima 
colheita. 
Como o indiv￭duo compra  "  contratos no mercado futuro, sua renda passa 
a ser: 
e portanto, temos: 
R' = e' + n'·(Â - lo) 
E[R']=  E[e']+ n' .{E[Â]-lo } 
var[l﻽']  = Var[e']+ ,l .var[Â]+ 2n'.cov[e' ,�] 
logo o agente  maximiza sua utilidade esperada: 
max  V'(n') = U'(R'(ni» = E[R']-r'.var[R'] 
,,' 
cuja condição de primeira ordem é: 
46 ﻽﻽7') = E[Xl-lo -2n'r' var[Xl-2r' cov[e' ,Xl = o 
logo temos que a demanda do agente i é: 
IY(/o) = ri  =  ELftl-[o _ cov[e' j﻽l 
2r' var[ftl  var[ftl 
que pode ser interpretada como a soma de duas componentes: 
(i)  A  demanda  puramente  especulativa,  que  depende  da  expectativa  de 
lucros no mercado futuro  E[�] - lo ' do coeficiente de aversão ao risco 
r'  e da vari￢ncia do contrato.  Note que esta é a demanda de  agentes 
que não  tem nenhum motivo  para procurar proteção  no  mercado,  ou 
seja,  para aqueles  que  t￪m sua riqueza aleatória e não  correlacionada 
com o mercado futuro (é  a noção intuitiva de um especulador:  aquele 
que s￳ está interessado em ganhos, e n￣o em prote￧￣o); 
(li) e a demanda por proteção,  que depende da correlação entre  a riqueza 
aleatória e o pre￧o no mercado futuro,  além  da vari￢ncia deste preço. 
Note que a demanda por proteção é a demanda de  um investidor que 
tem aversão ao risco infinta,  ou seja,  de um investidor que tem  utilidade 
U(x) = -var[x]. 
Para a determinação do equil￭brio, basta agregar as demandas dos agentes, e 




Ln' = O 
.=1 
± (E[.ftl-[ o _ cov[e
i:}﻽l)= o  (*) 
i=1  2,-1 var[fIl  var[fIl 
I 
N  �N I  e= �e 
i=1 
I  I 
r= �t= ��=!  �  � r  r 
,=1  i=1 
47 obtém-se da equação (>to): 
ou seja: 
logo: 
E[lt]-./﻽ .i:  1 = _l--'No- .± COv(￪'I,�] 
2var[h]  1=1  r'  var[ft]  1=1 
E[�] -lo  cov[ ￪",.ftl  ��-N�.�=  _ 
2 var[h]  var[h] 
lo  = E[�]-2. r.cov[￪',.ft] 
Ou seja,  o preço na data  inicial do ativo  no mercado futuro é a esperança 
sobre o preço do  ativo  na data final mais um tenno  que  depende  da  aversão  conjunta  ao 
risco e da covari￢ncia entre a riqueza dos agentes e o preço do ativo na data final. 
Com  relação  ao  papel  das  expectativas,  podemos  agora  ver  que  a 
afinnativa,  comum no mercado,  de que o preço no mercado futuro  "sinaliza"  o preço que 
prevalecerá no mercado à vista no vencimento do contrato só é válida em condições muito 
especiais.  Ou seja, s￳ se tem 
Se ocorrer 
F(t) = E[P(s)IIrl:::> lo = E[.!tl 
cov[  ￪', it ] = O  ou  r = O 
Portanto, como foi afinnado anteriormente,  o preço no mercado futuro está 
ligado  ao  preço no mercado à vista,  mas  de  urna  forma  indireta.  Se por  acaso  subir  a 
expectativa sobre  o preço do ativo no futuro  (ou seja, neste modelo,  se  E[.ftl aumentar), 
então o pre￧o do ativo no mercado futuro subirá (porque aumenta a demanda especulativa) 
e o preço no mercado à vista tamb￩m awnentará (caso contr￡rio  existirá uma oportunidade 
de arbitragem). 
Com  rela￧￣o  à  diferença  E[.ftl-lo,  seu  sinal  dependerá  do  sinal  de 
cov[ ￪',.!t  1·  Em  certos  mercados,  como  o  mercado  de  a￧￵es,  é  razoável  que  as  ações 
subam  em  épocas  de prosperidade,  quando  a riqueza da sociedade  aumenta,  e  deve-se 
encontrar normalmente ELftl  -lo  > O. Em outros mercados, como o mercado de ouro no 
Brasil, seu preço  sobe quando aumenta a incerteza (quando o ouro  sobe,  normalmente  a 
lv'�  ,-.li) e deve-se ter usuahnente El.i:}  -lo  < O. 
48 Suponha  agora  uma  economia  com  I  indiv￭duos  e  N  ativos  arriscados. 
Sejam os vetores: 
que é a matriz vari￢ncia-covari￢ncia do vetor  f. 
Logo, para o agente i: 
eo problema do agente é 
ou seja: 
onde 
max�(nl) = Ui(k(n'» 
n' 
max E[ê']+ n" ,El.ft]-n" ,fo  - r'{var[ê']+ 
n' 
+ nl'.  [ covLft], nl']  + 2,  ni',  cov[ ê'  , it  ]} 
v[ -I  '}]'  [cov[  -i  '}1]  v[ -1  '}2]  co  e , jl  =  e  , jl  co  e  ,j l  , .. 
portanto temos a condição de primeira ordem: 
grad V(nl)  = O 
ou seja, temos: 
49 E[�l-io  - 2.r' .cov[￪'''�]- 2.r' .cov[�].n' = o 
Note que como �,Io  e ri  são vetores temos N equações. Logo: 
1  _  [cov[!tl f  [ELft 1  -io]  _ [ 
[ ;-]]-l[ 
,, ,f �'  ;- ]1  n  -
2r' 
cov  1 1  cOvLe 'h J 
e  novamente,  podemos separar  a  demanda  do  agente  em  um  termo  especulativo  e  um 
termo de proteção. 
logo, 
logo, 
Somando as demandas de todos os agentes: 
lo = E[!tl- 2cov[￪',!tl 
T 
como no caso uni-dimensional. 
IV.6  - Operando com Mercados Futuros 
O mercado futuro  é útil para  investidores  que  buscam  proteção  para  seus 
patrimônios  (em particular, para suas  carteiras  de ativos  ou estoques  de  mercadorias).  A 
proteção (ou hcdge) é obtida tomando-se uma posição no mercado futuro  que compensa 
parte  dos  riscos  associados  a uma  carteira  de  ativos  e/ou  mercadorias.  A  essência  da 
proteção é a adoção de uma posição no mercado futuro que, na média, gera lucros quando 
o valor  da  carteira  é mais baixo  do  que  o  esperado,  e  gera  perdas  quando  o  valor  da 
carteira é mais alto do que o esperado.  Neste caso,  troca-se uma parte do retomo esperado 
por redução  no risco  (apesar  de ser  poss￭ve�  em  certos  casos,  maior  ganho  esperado  e 
redução do risco simultaneamente). 
Um bom exemplo de proteç￣o é o caso da Vale do Rio Doce que em 82/86 
tinha uma  divida alta  em moeda  estrangeira  (a maior  parte  em dólar)  e  portanto  uma 
desvalorização  real  do  câmbio  (acima  do  ￭ndice  de  correção  do  balanço)  provocava 
50 "11ltosos  prejuízos.  Nesta  época,  certos  investidores  compravam  V  ale  a  vista,  mas 
simultaneamente compravam  contratos  futuros  de  dólar.  No  caso  de  uma rnaxi  as  perdas 
com  a  desvalorização  da  ação  no  mercado  à vista  seriam  compensadas  pelos  ganhos  no 
mercado  futuro  de  dólar.  Atualmente  a  própria  empresa  atua  no  mercado  futuro  de 
moedas tentando anular  este risco. 
Outro  exemplo  é a atuação do BACEN nos mercados  futuros  de t￭tulos  do 
tesouro Norte-Americano,  de modo  a compensar os efeitos  de variações nas taxas  de juros 
sobre  o estoque  de  dívida  externa.  Provavelmente  a dívida externa  seria muito inferior  ao 
valor atual  se esses mercados existissem antes de 82 (e  o BACEN os tivesse  utilizado). 
Para  se  analisar  corno  se  deve  operar  no  mercado  futuro  de  modo  a 
proteger  certa  posição,  suponha  um  individuo  com  Q  unidades  de  um  certo  ativo  cujo 
preço no mercado à vista  na  data  t é p  e  cujo preço no mercado  futuro  na  data  t é Ir.  O 
individuo  quer maximizar sua  utilidade  (corno  no  modelo  anterior,  de  média-vari￢ncia)  k 
períodos adiante,  ou se ja,  em  t+ k.  Pode  ser por exemplo,  urna trading  company  que está 
preste  a  fechar  na  data  t um  contrato  de  exporta￧ão  de  so ja,  e  deseja reduzir  riscos  na 
época da  safra,  em  t+ k quando  ela irá comprar a quantidade  necess￡ria de  so ja.  Note  que 
aqui  existe  urna  diferença  em  relação  ao  caso  do  ítem  IV  .1 .  A  data  t+ k no  caso  não  é 
necessariamente  a  data  de  vencimento  do  contrato,  podendo  ser  qualquer  data  que 
antecede  a  data  de  vencimento  (e  neste  caso  não  se  pode  afimtar  que  Ir+/c = PrH:)'  e  o 
mercado futuro em questão não  recisa necessariamente ser o mercado futuro  do  ativo (que 
pode existir mas ter baixa liq￼idez ou até mesmo não existir),  mas  qualquer mercado futuro 
cu jo preço  tenha boa  correlação  com  o preço do ativo. 
A renda aleatória do individuo é: 
onde �  é a dotação do individuo na data t. 
Logo,  o problema do individuo é: 
maxV)n) = U(Q·Pt+1c + n.(j;+1c  -Ir» 
/I 
cu ja solução (já calculada anteriormente) é: 
51 n 
= EL�H.]-=-Ir  Q. COV[Pt+�'];H.] 
2r var[h+k-]  var[hH] 
Contudo,  o  primeiro  tenno  (  demanda  especulativa)  é  de  dificil 
manipulação,  dado que não podemos avaliar  r,  e que não se consegue  uma  avaliação 
razoável de ELfr+k-]'  Como  estamos interessados na questão da proteção de carteiras, 





(i) Supor um agente com aversão ao risco infinita., ou seja, com função de 
utilidade U(i)  = -varri]. 
(ü) Utilizar  uma estimativa ad-hoc para a esperança do preço no mercado 
futuro da forma E[];+k-] = h. 
y = -f3.Q 
Sejam: 
F;+1  = ];+l -h 
�+1 = Pr+1  - Ft 
os incrementos de pre￧os, e suponha que �+1 e F;+1  satisfaçam as exigências  usuais  de 
m￭nimos quadrados. Logo: 
varLￍ﻽+l"  -Ir] = var[F;+1 + F;u  + ...  + F;+k-] = Ir var[F;+1] 
covtfr+k- -Ir, Pr+k- -pt ] = cov[ F;  +1  +  ...  + F;+k-+ �  +1 + ...  + �+/C] 
= lr.cov[F;+1'�+1] 
52 logo: 
/3= COV[];+k  - __ Ir,  Pr+k  -Pt] = COV[  F;+�, �+l] 
var[jt+k -Ir]  var[ F;+l] 
e a posição será de y = -/3. Q contratos, e para detenninar /3 basta realizar a regressão: 
Podemos,  por exemplo,  utilizar  dados di￡rios para  calcular  estimativas 
semanais (k=7)  ou mensais (k=30) para a vari￢ncia e covari￢ncia.  Contudo, as condições 
de  OLS  não  são  verificadas  normalmente.  Problemas  como  autocorrelação  e 
heteroscedasticidade são comuns na regressão acima.  Observa-se tamb￩m que regressões 
que utilizam dados mais recentes (por exemplo, dados diários dos últimos 60 dias ao invés 
de dados mensais dos últimos 60 meses) são mais eficientes.  Pode-se tentar contornar este 
problema levando em consideração heteroscedasticidade ou autocorrelação dos resíduos, 
utilizando-se  métodos  como  mínimos  quadrados  generalizados  (no  caso  de 
heterocedasticidade) ou Cochrane-Orcutt (para autocorrelação dos resíduos), ou ajustando 
a posição frequentemente (proteção din￢mica). 
Em muitos contratos futuros, é mais razoável supor que a mudança relativa 
no preço satisfaz as condiç￵es de OLS do que supor que a mudança (absoluta) de preço 
satisfaz as condições de OLS.  Neste caso, definimos: 
Ou seja, 
Portanto 




- -o  Ir  +Ic  = Ir· F;  +/c 




53 Note que esta fónnula só vale para  compromissos k per￭odos  adiante.  Ou 
seja., ao se estimar !y devem ser usados dados com intervalos de tempo compatíveis com o 
compromisso  no  mercado  à  vista  (para  um  compromisso  que  vence  um  mês  adiante, 
devemos  usar  dados  mensais).  Isto  porque  não  podemos  mais  supor  que 
var(J;+k - Ir) 
= 
.zc1.var[F;+t1. 
Outra opção é supor que  F;G  e  �G têm distribuição log-normaL  ou seja: 
são normalmente distribuídos. 
onde: 
Neste caso, temos que a posição ideal é 





exp{cov(XtH,J;+.t-l} - 1 
exp{var[Xt+k]}- 1 
e novamente,  o coeficiente fr = J.bG  depende do  intervalo  de  tempo,  wna desvantagem 
em relação à hipótese de variação absoluta de preços  obedecendo as  condições de m￭nimos 
quadrados. 
Logo,  para obter a melltor estimativa  para o coeficiente  {3, devemos  optar 
pela hipótese que melhor se ajusta ￠s condições de m￭nimos quadrados. 
Em algumas  situaç￵es,  é  necess￡rio  proteger  certa posição  no  mercado  à 
vista  com  posiç￵es  em  tipos  diferentes  de  contratos  futuros.  Basta  então  utilizar  os 
resultados obtidos no caso de tennos N t￭tulos: 
54 temos  n =  -P-Q 
Neste  caso,  devemos  estimar a posição em  cada  mercado  utilizando uma 
regressão linear m￺ltipla.  Como temos N contratos  diferentes,  devemos  utilizar  a seguinte 
regressão (para o caso de diferenças de  preços  satisfazerem núnimos quadrados): 
S  - R  F.(I)  R  F.(2)  fi  F.(N) 
t  - a + M'  t  + M'  t  + ...  +  N'  t  + Gt 
onde p;(fI) é o incremento de preço no n-ésimo mercado futuro. 
Como vimos anteriormente,  a posição ideal é 
n=  -P-Q 
-
,_  -( 1)  -( 2)  -(1'-1)  com F;  - [F;  ,F;  , ...  ,F;  ] 
Sendo portanto fi estimado pela regress￣o acima. 
Apesar de  óbvio,  é  sempre  bom  acrescentar  que  ao  se  proteger  uma  posição  no 
mercado  à  vista  devem  ser  utilizados  apenas  mercados  futuros  cu ja  correlação  com  o 
compromisso no mercado à vista seja bem explicada pela teoria econômica.  Al￩m do  mais, 
devem  ser  utiIizados  apenas  estimativas  dos  coeficientes  que  tenham  signific￢ncia 
estat￭stica.  Os  demais  devem  ser  rejeitados,  observando-se  que  ao  se  rejeitar  um 
coeficiente  os  demais  devem  ser  reestimados.  A  qualidade  da  proteção  pode  ser 
prejudicada  ao  se  incluir  contratos  futuros  mal  relacionados  com  o  compromisso  no 
mercado  à  vista  (podemos  awnentar  o  risco  ao  se  incluir  um  mercado  inde\lidamente). 
Bom  senso  e  um  bomen.tendimento  do  funcionamento  do  mercado  é  sempre  útil  no 
momento de se selecionar os mercados futuros a serem usados. 
Outra quest￣o importante é quando  se  tem diversas posições no mercado  à 
vista (por  exemplo,  uma carteira  de  aç￵es).  Neste  caso,  é  fácil  demonstrar  que  a  regra 
ótima  é  calcular  o  n￺mero  de  contratos  ótimo  para  cada  posição  no  mercado  à vista  e 
depois  adicionar  as  diversas posi￧￵es  nos  mercados  futuros.  Ou  seja,  vale  a  regra  de 
aditividade para qualquer n￺mero de fontes de riscos,  e para qualquer n￺mero  de diferentes 
contratos :thturos (fll'.to que pode  ser facilmente demonstrado pelo leitor). 
ss IV.7  - Mercado Futuro de Hndice de Aç￵es 
o  mercado  futuro  de  índice  é  um  instrumento  muito  útil  para  os 
investidores no mercado de ações.  Para se ter uma idéia de sua flexibilidade,  podemos dar 
alguns exemplos: 
(i) Uma seguradora (ou um fundo de pensão) deseja aplicar em ações,  pois 
assim  obterá  um  retomo  maior  sobre  seu  patrimônio.  Contudo,  não 
quer  assumir  riscos  altos,  pois  precisa  pagar  as  indenizações  sobre  os 
sinistros (de acordo com seu c￡lculo atuarial).  Neste caso a seguradora 
monta uma carteira de ações, vendendo contratos futuros  de indices, de 
modo a reduzir a vari￢ncia de sua posição. 
(ü) Um  investidor percebe que as medidas  a serem tomadas  pelo governo 
no  próximo  "pacote"  ir,o  prejudicar  os  bancos,  o  que  implicará  em 
perdas  no  próximo  balanço.  Contudo,  ele  não  sabe  quais  serão  as 
conseqü￪ncias  do  "pacote"  sobre  o mercado em  geral.  Por  exemplo, 
uma redução nos juros  (ou uma  desindexação)  pode implicar  em uma 
alta  no  mercado  de  ações,  e  neste  caso  as  ações  de  bancos  teriam  a 
influ￪ncia de dois efeitos opostos.  Vender a descoberto neste caso seria 
uma imprudência.  A solução é:  vender a descoberto ações de  bancos, 
mas  comprar  contratos  a futuros  de  índices.  Neste  caso,  para  que  o 
investidor tenha lucro,  basta que as ações de bancos subam menos que 
o mercado,  ou que  caiam mais do  que  o mercado.  Aposta-se  em uma 
variação  de  preços  relativos.  E  se  ele  não  puder  vender  ações  a 
descoberto?  Basta montar  uma  carteira  bem  correlacionada  com  o 
índice (suponha, para simplificar,  que ele possa, sem incorrer em custos 
de transaç￣o,  duplicar o índice) e que n￣o contenha ações de bancos,  e 
vender o ￭ndice no mercado futuro. 
(iii) Um  investidor,  ao  analisar  movimentos  de  preços  passados,  observa 
que  no  ￭nicio  de uma alta  na bolsa,  as  aç￵es  de  primeira  linha  sobem 
mais,  possivelmente  por  terem  mais liq￼idez.  Contudo,  a1gwn  tempo 
depois,  as  ações  de  segunda  linha  é  que  passam  a  "puxar"  a  alta, 
provavelmente  porque  o  movimento  di￡rio  aumenta,  dando  mais 
liqüidez  ao  mercado.  O  investidor,  acreditando  que  pode  prever  o 
comportamento futuro dos preços baseado no  movimento  de preços no 
passado,  e  achando  razoável  sua  explicacão,  resolve  especular. 
Julgando estar no  in￭cio  de uma alta,  compra  o  indice  futuro  do  IBV 
56 (que  contém  em  sua  maior parte  ações  de  primeira  linha)  e  vende  o 
índice  futuro  do  BOVESPA  (com  maior  participação  de  ações  de 
segunda linha) se ele estiver certo, terá lucro. 
Logo,  o mercado futuro de índice é útil.  Mas como usá-lo? 
Suponha um investidor com uma carteira de ações, composta por  Q}  ações 
da  empresa} (com J a￧￵es,  ou  se ja, }=1,2,  ...  ,J),  sendo  que  a ação } é  cotada na data ta  p)(t). O investidor vende n contratos no mercado futuro  ao preço F(O). Qual o valor ideal 
de n? 
O valor de sua posição na data t é: 
J  C(t)  = LQ;.Pt(t)-n.(F(t)-F(O» 
;=1 
logo,  o  retomo  da  carteira  em  t é  (considerado  como  a  diferença  de  preços,  ou  seja,  Re(t)  = C(t)-C(O» : 
J 
Re(t)  = ￭:Q)"R/t)-n.Rf(t) 
)=1 
sendo Ri(t) = F(l) - F(O)  e Rit)  = p;(t)-P/(O). 
Logo a vari￢ncia do retomo é: 
e temos: 
n'  _ cov[t,QrRi!),Rr(t)] 
- var(Rf(t)) 
ou seja: 
57 e para calcular n', basta achar a covariância de cada ação com o índice no mercado futuro 
separadamente. 
É  importante  observar  que  a equação acima não  tem nada a  ver  com  o 
CAPM.  O  f3  do  CAPM  é a relação entre o retomo  da  ação e  o retomo  do  índice  de 
mercado (de wna carteira composta por todos os ativos do mercado, como ações, imóveis, 
t￭tulos do governo, t￭tulos privados, obras de arte, etc.), ao passo que aqui é a relação entre 
o retomo da ação e o retomo do índice no mercado futuro. 
Logo, o investidor deve fazer a regressão: 
para cada empresa da sua carteira,  e  depois  calcular  n'  de  acordo com a quantidade  de 
ações  da  empresa  na  carteira.  Evidentemente,  existe  a  hipótese  implícita  de  que  as 
hipóteses de mínimos quadrados ordin￡rios sejam satisfeitas para a equação acima. 
Poderiamos  tamb￩m  ter definido  R"  e R  f  como  a  variação  relativa,  ao 
invés de absoluta, ou seja: 
P(t) 
R( t)=  J  1,  J  �(t-l ) 
R  (t  = 
F(t)-F(t-1) 
f )  lU-I ) 
onde I  (t)  é o valor do índice a vista.  A melhor opção  é aquela que melhor se  ajusta  ￠s 
hipóteses de mínimos quadrados ordin￡rios. 
Apesar  das  semelhanças com os demais  mercados,  o  mercado  futuro  de 
índice tem uma diferença importante.  A diferença fundamental é que o índice é composto 
por v￡rias  ações (alguns ￭ndices t￪m até centenas de  ações,  como  o  S&P  500  (Standard 
and Poor's 500, com as 500 aç￵es  mais negociadas nos E.U.A.), ou o índice da N.Y.S.E. 
com as  1.500 empresas com ações negociadas na bolsa de valores  de Nova  Iorque,  ou 
apenas algumas  (como  o mv  12 da bolsa  de valores  do Rio),  o  que  faz com  que  seja 
dificil realizar arbitragens,  devido aos  custos de transação e a falta de liq￼idez de algumas 
aç￵es que comp￵e o ￭ndice.  Logo é comwn ocorrerem grandes diferenças entre o preço 
teórico e o preço corrente do mercado futuro de índices.  Ou seja, neste mercado devemos 
ter o diferencial B(t) =F(t)-P(t)  muito inst￡veL 
Observe que  o retomo de uma carteira ao se operar  no mercado futw"o é: 
R(t)  = P(t)-P(O)--nJ F(t)-F{O)] 
58 ou seja: 
R(t)  =  (1-n).[P(t)  - P(O)J-n.{[F(t)  - P(t)J-[F(O) - P(O)]} 
Logo podemos definir o retomo da carteira em termos do diferencial B(t)=F(t )-P(t ): 
R(t)  = (1- n).[P(t) - P(O)]  -n.[B(t)  - B(O)] 
e  portanto,  o retomo total  da carteira é  uma  combinação  entre o  retomo  das  ações  e  a 
mudança  no  diferencial.  Então,  podemos  afumar  que  procurar  proteção  no  mercado 
futuro é trocar o risco de varações  nos  preços das ações por um  risco  potencialmente  mais 
administráve� a variação no diferencial. 
Concluimos que com um diferencial mais instáve�  teremos um menor n', e 
portanto urna menor capacidade do mercado futuro  de fornecer proteção.  Portanto é de se 
esperar  que  o mercado futuro de índice  não  ofereça  boa proteção  para periodos  curtos, 
principalmente para contratos que estejam muito distantes do vencimento. 
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